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APRESENTACAO DA SEGUNDA EDICAO

Esta segunda edicdo de Aprendendo a decidir com a Pesquisa
Operacional é resultado da minha experiéncia como docente
na disciplina Pesquisa Operacional nos cursos de graduaciao
e especializagao em Administragio da UFU — Universidade
Federal de Uberlandia.

A Pesquisa Operacional (PO) esta presente em cursos de
graduacao, especializagdo, mestrado e doutorado em Admi-
nistracao, Engenharia de Producao, Engenharia de Transpor-
tes, Ciéncias Economicas, Engenharia Agronémica, Ciéncia
da Computacio, Analise de Sistemas, Estatistica e Matemati-
ca. A PO proporciona ao analista, oriundo de diferentes areas
do conhecimento, uma maneira estruturada e sistematica de
encontrar solu¢des para os problemas dos sistemas produti-
vos, sejam eles relacionados ao planejamento, execugao ou
controle das operagoes.

O objetivo principal deste livro é oferecer, ao aluno,
um aprendizado referente aos principios da PO e algumas
de suas técnicas, permitindo-lhe que encontre solug¢oes para
uma série de problemas relacionados a sistemas produtivos.

Este livro esta organizado em quatro partes: prelimina-
res da Pesquisa Operacional; programacao linear; analise de
decisao probabilistica e teoria das filas.

A primeira parte apresenta um breve historico da disci-
plina e conceitos que permitem ao leitor a compreensao dos
principios da PO.



A segunda parte — programagcao linear — apresenta a elabo-
racdo de modelos de programacio linear e os métodos de solu-
¢do. Os modelos aqui apresentados representam os problemas
de sistemas de producao de diferentes classes: alocacao de recur-
sos, composicao do produto, composicao do mix de produgcao,
programacio da producio, além do problema classico de trans-
porte. Os métodos apresentados para dar solugao aos problemas
sa0: o Grafico, o Simplex e métodos especificos para dar solucao
ao problema classico do transporte. Esses métodos constituem-
-se em procedimentos algébricos e de iteragdes inerentes aos
sofhwares de otimizacao ou quase otimiza¢ao. Como instrumen-
to computacional, esta segunda edi¢ao apresenta o uso da lin-
guagem de Modelagem Gams a um exemplo de otimizacao das
operacoes de uma empresa de transporte aéreo.

A terceira parte — analise de decisao probabilistica — inclui
procedimentos estatisticos para dar solugao a problemas que
envolvam estimativas futuras de mercado, incluindo a técnica
de elaboracio e analise dos problemas de arvore de decisao.

A quarta parte — a teoria das filas — trata dos métodos
para indicar solugdes aos problemas relacionados aos siste-
mas de filas.

Este livro ¢ dirigido aos alunos das disciplinas Pesquisa
Operacional e Métodos Quantitativos dos cursos de gradua-
¢ao em Administragao, Ciéncia da Computagao, Engenharia
de Producao e Economia Agricola, e dos cursos de Pos-

-Graduagio em Gestdo de Producio e Gestao Logistica.
Uberlandia, 15 de janeiro de 2008

O autor



CarituLo 1






PRELIMINARES DA PESQUISA OPERACIONAL

Neste capitulo serdo apresentados: (1) histérico da Pes-
quisa Operacional (PO); (2) conceitos de sistema, sin-
toma, diagndstico, problema e modelo; (3) conceitos de
método e técnica cientifica; (4) definicio de Pesquisa
Operacional; (5) enfoques da PO; (6) Pesquisa Opera-
cional e decisao; (7) fases de um estudo de PO; (8) exer-

cicios e referéncias.

Este capitulo tem como objetivos a apresentacio do as-
sunto Pesquisa Operacional e a introdugao do pensamento
clentifico para que o leitor proceda a analise de um problema.

1. HISTORICO DA PESQUISA OPERACIONAL

O nome Pesquisa Operacional (PO) tem a sua origem
nas Forcas Armadas do Reino Unido, onde, entre 1939 ¢
1940, pesquisadores de diferentes areas do conhecimento
formaram pequenas equipes destinadas a dar apoio ao Co-
mando das Operagoes Militares, obtendo éxito em varios de
seus estudos, que receberam a denomina¢iao de Equipes de
Pesquisa de Operagoes (Operations Research).

Apbs a Segunda Guerra Mundial, a PO desenvolveu-
-se no setor industrial da Gra-Bretanha e em organizacGes
militares e civis dos Estados Unidos, onde, desde 1950,
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KirEBER CARLOS RIBEIRO PINTO

as induastrias passaram a utilizar as técnicas da PO para o
apoio a decisao.

Desde a primeira Revolucgio Industrial, com o advento
da fabrica, o ambiente empresarial vem substituindo o ho-
mem pela maquina como fonte de energia. Por outro lado,
os governos promoveram o desenvolvimento de sistemas
nacionais de transporte e comunicagao. Em consequéncia,
as organizacoes empresariais e de Estado, tornaram-se mais
complexas e de dificil gestao.

Particularmente, nas empresas, tornou-se necessaria a
subdivisao em setores correspondentes as atividades de pro-
ducio, comercializacio; financas e pessoal, e a fun¢ao de di-
recdo, que teve de estabelecer os objetivos e definir medidas
de avaliacaio do desempenho das unidades de organizacao
para poder minimizar os efeitos dos respectivos interesses,
que quase sempre sao conflituosos.

Os problemas advindos desta complexidade conduzi-
ram a administracao industrial a compreender que os consul-
tores em administracdo, que nao se baseavam nem na ciéncia,
nem na pesquisa cientifica, nio eram suficientes para resolver
os seus problemas. Entdo passaram a ceder espago para os
analistas de Pesquisa Operacional, que empregam os princi-
pios da pesquisa cientifica para elaborar os estudos de apoio
ao dirigente.

No Brasil, a PO ainda ¢ pouco difundida no meio em-
presarial, restringindo-se, até recentemente, as empresas es-
tatais e as grandes empresas privadas. No entanto, a sua im-
portancia vem sendo percebida por muitas organizagoes, e a
tendéncia é o crescimento, principalmente devido a expansio
da informatica.

Atualmente, varios soffwares de programacao linear, pro-

gramacao linear inteira, programacao linear inteira-mista,
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programacao zero-um e programacao nao-linear estao dispo-

niveis no mercado.!

2. CONCEITOS DE SISTEMA, SINTOMA, DIAGNOSTICO,
PROBLEMA E MODELO

Sistema ¢ o conjunto de elementos inter-relacionados
entre si, devidamente ordenados e estruturados para cumprir
com um objetivo tragado.

Sintoma ¢ o fato que indica a existéncia de alguma irre-
gularidade no funcionamento do sistema, o que compromete
o alcance dos seus objetivos. O sintoma pode ser aparente ou
oculto para um determinado analista, porém para outro pode
ser s6 aparente. Assim, a percepg¢ao do sintoma depende da
habilidade do analista.

Diagnéstico é o quadro da situagdo do sistema em um
determinado momento, ou do subsistema (objeto de estu-
do), que ilustra e permite ponderar a dimensio do sintoma
(ou dos sintomas), bem como a correlaciao entre diferentes
sintomas.

Problema ¢ o que provoca a irregularidade no funciona-
mento do sistema. Quando o problema ¢ identificado, o ana-

lista sabe o que deve ser resolvido. Identifica as variaveis mais

! Sites para busca sobre soffware de Programagio Linear:

[PROGRAMAGCAO linear]. Disponivel em: <http://www.ampl.com/>.
Acesso em: 15 mar. 2008.

GAMS. Washington, 2007. Disponivel em: <http://www.gams.com/>.
Acesso em: 15 mar. 2008.

ILOG CPLEX. Disponivel em: <http://www.cplex.com/>. Acesso em: 15
mar. 2008.

AIMMS. Disponivel em: <http://wwwaimms.com/>. Acesso em: 15 mar. 2008.
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significativas e as menos significativas, despreza as ultimas e
considera as primeiras para elaborar o modelo.

O modelo se traduz em uma representacao simplificada
do problema, considerando apenas as variaveis significativas.
Elaborado o modelo, o analista pode resolver o problema
usando um método conhecido, ou desenvolver cientifica-
mente um novo método que ofereca uma solucio.

3. CONCEITOS DE METODO E TECNICA CIENTIFICA

No ambito do planejamento, o método cientifico ¢ a sis-
tematizacao de técnicas cientificas, que ao serem executadas
em um determinado objeto, concreto ou abstrato, procura
alcancar o resultado desejado, condizente com o objetivo es-
perado para o sistema.

Técnica € o processo que permite produzir, parcialmente
ou por completo, certo objeto, tangivel ou intangivel. Logo,
a técnica cientifica é o processo que, merecido uma analise
cientifica, ¢ devidamente justificado. Além disso, leva a cons-
trucao do objeto, concreto ou abstrato, ou permite ao analis-
ta conhecer determinada realidade que o proporcione fazer
com que um determinado sistema cumpra o seu objetivo.

A técnica cientifica consiste na execucao do método
cientifico, utilizando-se de conceitos e tecnologias para dar
termo aos procedimentos tracados e alcancar efetivamente o
objetivo desejado.

Exemplo 1.1 — A produgdo de mandiocas

Um sistema de producao de mandiocas tem como obje-
tivo atender a demanda de uma fabrica de farinha (poderia ser
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de racdo ou para o consumo do produto zz-natura). O sistema
de producio exige o preparo do solo, o plantio e a colheita.

Recorrendo-se ao plantio como exemplo para compre-
ender os conceitos de técnica e técnica cientifica, sabe-se que
ele ¢ realizado por meio da implantacio no solo de pedacos
da rama (tubérculo ou maniva), obtidos de diferentes técnicas
de corte. Uma dessas baseia-se no corte da maniva utilizan-
do-se de pequenas forquilhas de madeira, em que o tubér-
culo ¢ apoiado e submetido a golpes de facio. Outra técnica
utiliza-se de uma tora ou toco de arvore na qual o tubérculo
¢ apoiado e submetido a golpes de facao.

Na primeira técnica evita-se o esmagamento do no, na dl-
tima, a probabilidade disso ocorrer ¢ maior, pois o nimero de
brotos potencialmente capazes de prosperar no plantio é menor.
Se estas técnicas de corte sdao praticadas de maneira isolada, sem
justificativas e sem a compreensao do objetivo do sistema, essas
sao apenas técnicas, mas se alguma técnica de corte € vista como
um processo necessario para atingir o objetivo de um sistema
de producio de mandioca e é desenvolvida tendo como bases

justificativas cientificas, entao ela é uma técnica cientifica.

4. DEFINICAO DE PESQUISA OPERACIONAL

A PO diz respeito a aloca¢io eficiente de recursos escas-
sos. B tanto arte como uma ciéncia. A arte reside na habili-
dade de exprimir os conceitos de eficiente e de escasso por
meio de um modelo matematico representativo de uma de-
terminada situacdo. A ciéncia consiste na deducio de méto-
dos para solucionar tais modelos, que para agilizar a solugao

dos problemas, torna-se indispensavel o uso do computador.

15



KirEBER CARLOS RIBEIRO PINTO

Ainda sobre a defini¢do de PO, Taha (2008) afirma:

Como uma ferramenta de tomada de decisdes, PO é uma ci-
éncia e também uma arte. E uma ciéncia em virtude das téc-
nicas matematicas que incorpora e ¢ uma arte porque o suces-
so das fases que resultam na solucdo do modelo matematico
depende em grande parte da criatividade e da experiéncia da

equipe de pesquisa operacional.

Segundo Kimbal e Marse (1951), “a Pesquisa Operacio-
nal ¢ um método cientifico de prover setores executivos com
uma base quantitativa para decisoes relativas as operagodes
sob o seu controle”.

Em sintese, a PO consta de um conjunto de técnicas
cientificas que auxilia o tomador de decisbes, orientando-o
para a otimizagao dos sistemas que gerencia. A PO tem como
premissa a a¢ao interdisciplinar, que concilia conhecimentos
de diferentes areas.

A pratica da Pesquisa Operacional consiste na aplica-
¢ao de métodos a modelos que representam problemas que
dizem respeito ao funcionamento de um sistema. O uso de
técnicas cientificas, na analise das relaces e funcdes de um
sistema, tem o proposito de determinar, quantitativamente,
as condi¢des em que serdo obtidos os melhores resultados. A
PO viabiliza o controle e a conquista de solu¢des 6timas ou

as melhores possiveis pelo tomador de decisoes.

Classificagao dos métodos da Pesquisa Operacional
A aplicacdo de um método para a resolucao de um pro-
blema pressupoe a identificacio e a modelagem do problema.
Os métodos cientificos da PO podem ser compreendidos em

duas categorias: métodos probabilisticos e métodos determi-
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nisticos. Os probabilisticos a serem tratados neste texto sao:
analise de decisdo bayesiana, processos markovianos, arvore
de decisao, teoria das filas e simulacio Monte Catlo.

Quanto aos métodos deterministicos, serdo apresentados:
o método grafico de fluxo, acumulado para a analise de proble-
mas de filas, e quatro métodos da programacao linear: grafico,
simplex unica fase, simplex duas fases e o método do transporte.
Para a solugdo de problemas de programacao sugere-se 0 uso
da linguagem de modelagem GAMS — General Algebraic Modeling
Systen — (Brooke; Kendrick; Meeraus, 1992).

5. ENFOQUES DA PESQUISA OPERACIONAL

A Pesquisa Operacional pode ser desenvolvida sob dois
enfoques: o quantitativo ¢ o gerencial.

O enfoque quantitativo é um campo atrativo para os
matematicos, cientistas da computagdo, engenheiros e fi-
sicos, principalmente dedicados a pesquisa, pois requer do
profissional o dominio de métodos quantitativos. E im-
portante porque busca o desenvolvimento de novos méto-
dos matematicos que, auxiliados por uma ferramenta com-
putacional, poderao dar solu¢oes a problemas ainda nao
contemplados pela literatura ou oferecer procedimentos
mais ageis para a solugdo de problemas nela tratados. Os
profissionais com esse enfoque sio vanguardas do conhe-
cimento da PO.

O enfoque gerencial trata da utilizacio dos conceitos
cientificos da Pesquisa Operacional para resolver os proble-
mas de tomada de decisdo pelo do processo de modelagem e

aplicacdo de um método para obter a solucio.
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O processo de modelagem deve considerar as seguintes
etapas: (1) a compreensio do problema a ser modelado; (2)
a identificacao das variaveis de decisdo que correspondem as
incognitas do problema; (3) a definicio do modelo ou a esco-
lha de um modelo especifico, que pode ser expresso na forma
de croqui, esquema ou relagoes matematicas.

Um modelo matematico quase sempre nao consegue
captar todas as variaveis de um problema real, mas possibilita
tratar as varidveis mais importantes para a tomada de decisao.

A aplicag¢ao do método cientifico pode ser feita pela da
escolha dos participantes de um ou mais métodos, dentre os
existentes. Frequentemente esta aplicagao exige calculos ma-
nuais ou a utilizagdo de um soffware que incorpora o método.
Para completar o estudo, a solu¢ao do modelo que representa
a solucdo do problema, obtida com a aplicacio do método,
precisa passar por uma analise sobre a sua aplicabilidade ao
caso real, a fim de identificar a possibilidade de ser efetivada.

6. PESQUISA OPERACIONAL E DECISAO

DECISAO: ASPECTOS CONCEITUAIS

Decisao ¢ o resultado de um processo de analise sobre
um problema, que preliminarmente transparece possuir varias
alternativas de solu¢io com viabilidades ainda duvidosas, mas
que apos a analise, escolhe-se a melhor. Decisao é um curso
de acdo escolhido por uma pessoa ou grupo, considerado o
meio mais efetivo dentre aqueles que estdo a sua disposi¢cao
para atingir os objetivos desejados. Decisao é o marco para o
desencadeamento de agoes que visam atingir o objetivo dese-
jado na resolu¢ao do problema.

18
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Para o interesse gerencial, as seguintes caracteristicas do

processo de decisao sio importantes:

a decisdao tem um processo sequencial;
o processo ¢ complexo;

o processo envolve valores subjetivos;

/e o oo

o processo se desenvolve através de regras institucionais.

O processo de decisdo é sequencial, pois uma série de
fatos cria bases para se chegar ao resultado. Além disso, ¢
complexo, porque as informacdes disponiveis sdo quase
sempre insuficientes e por isso o analista de PO depen-
de: das relacOes interpessoais para obter as informacdoes
complementares, da importancia do seu cargo, da sua éti-
ca e da sua moral. Outro elemento de complexidade ¢ a
dificuldade em conseguir os dados dos agentes que estao
sujeitos a participar dos efeitos da decisao, pois as pessoas
ou responsaveis pelos setores da organizagao possuem in-
teresses divergentes.

O processo de decisio envolve valores subjetivos; pot-
que o tomador de decisGes assume as responsabilidades pelos
efeitos da decisao, e também considera os fatores intuitivos
provenientes da experiéncia pessoal e da sua personalidade.
Com isso, se desenvolve através de regras institucionais, em
razao de a organizagdo possuir em sua estrutura uma escala
hierarquica que tem o seu funcionamento regulado por nor-
mas e procedimentos.

CLASSIFICACAO DAS DECISOES

As decisoes podem ser classificadas segundo o nivel de im-

portancia ou segundo o grau de estruturacio dos problemas:
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Com relagao a importancia, as decisdes podem ser in-
terpretadas sob trés classes: estratégica, tatica e operacional.
Os critérios para esta classificacao sao o alcance, a extensao e a
orientacio da decisao. O alcance refere-se a duracio dos efeitos
da decisao: quanto mais longa, mais estratégica, quanto mais cur-
ta, mais operacional. A extensao indica a abrangéncia da decisao
na organizacao: quanto maior a influéncia no seu or¢amento,
mais estratégica, quanto menot, mais operacional. A orientacao
ao grau de interferéncia da decisao nas metas e objetivos da or-
ganizacdo. Havendo a necessidade de redefinicao das metas e
objetivos, a decisao sera estratégica, se ela apenas visa cumprir
etapas de médio prazo ja definidas, entdo sera tatica, se viabiliza
as operagoes corriqueiras, a decisdao sera operacional.

O grau de estruturacio dos problemas remete a certeza
quanto aos resultados da decisdo, assim, os problemas ope-
racionais tendem a ser de mais alto grau de estruturagiao que
os problemas estratégicos. Isso porque as consequéncias de
uma decisdo operacional sao mais previsiveis do que as de
uma decisdo estratégica. A administracio dos estoques, um
problema tatico-operacional, tem um alto grau de estrutu-
ragdo, pois ¢ possivel identificar as alteracoes de estoque em
cada item e prever as respectivas reposicoes. O lancamento
de um novo produto no mercado, como um problema estra-
tégico, tem um baixo grau de estruturacdo, no entanto, nao ¢
possivel prever, com alto grau de certeza, qual serda o impacto

do novo produto sobre o consumidor.
DECISAO RACIONAL: OBJETIVO DA PO

O interesse do profissional de Pesquisa Operacional, o
analista de PO, ¢ chegar a uma decisdo racional.

Uma decisao € racional quando:
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os resultados satisfazem os interesses dos envolvidos
com a decisio;

os meios disponiveis sio aproveitados para contemplar
os objetivos pretendidos;

o curso das agoes taticas ou operacionais ¢ consistente
com o plano estabelecido para o longo prazo;

sao avaliados os requisitos para a execuc¢do da decisio,
bem como suas consequéncias a curto, médio e longo

prazo.

No entanto, varios fatores podem ser obstaculos a uma

decisao racional:

falta da identificacdo correta do problema;
desconhecimento de determinadas alternativas possiveis
para a solucio;

desconhecimento de determinadas restricoes a solucao
do problema;

necessidade de envolvimento de uma grande quantidade
de pessoas ou 6rgios;

urgéncia na tomada de decisoes, que impede a busca das
informacOes necessarias para assegurar uma boa decisao;
desconhecimento da politica econémica do governo fe-
deral ou de politicas de desenvolvimento de governos

estadual e municipal.

Identificagiao do problema
A identificacdo do problema e o conhecimento comple-

to das alternativas possiveis sao dois importantes requisitos

para balizar uma decisdo racional. O problema precisa ser

identificado juntamente com o objeto de estudo a ele relacio-

nado e a observag¢ao dos sintomas deve ser feita por meio da
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elaboragao do diagnostico. Essas acOes sao os passos iniciais

para o analista chegar ao objeto de estudo e ao problema.

Sintoma: condig¢do para a existéncia do problema

A percepcao das irregularidades no funcionamento do
sistema (sintomas aparentes) indica a existéncia de problemas
no sistema, uma vez que este nao cumpre completamente com
os seus objetivos. Assim, os problemas originam-se com o sut-
gimento de sintomas indesejaveis. Para reduzir ou eliminar es-
sas irregularidades, os tomadores de decisio necessitam refletir
sobre o sistema, identificar o objeto de estudo e o problema,
levantar as possibilidades de soluc¢ao e escolher, dentre um con-
junto de duas ou mais alternativas de solucio, aquela que for a

mais adequada. Para isso ¢ indispensavel tracar o diagnostico.

Diagnéstico

A identifica¢do correta do problema é o pressuposto
para que um estudo de PO tenha sucesso. Os sintomas apa-
rentes apontam alguma anormalidade em um determinado
sistema, no entanto, para realizar o diagnéstico, o analista ne-
cessita levantar também os sintomas ocultos. Sendo possivel,
o diagndstico deve constar de medidas quantitativas que pos-
sam dimensionar a gravidade dos sintomas e contribuir para
identificar as reais causas das anormalidades do sistema.

Para encontrar o problema certo, o analista precisa
definir o seu objeto de estudo, delineando as fronteiras de

investigacao.

Exemplo 1.2 — Automovel falhando
Admita que o seu automével de passeio a gasolina esteja
falhando quando vocé acelera, esse € apenas um sintoma apa-

rente. Mas, existem outros sintomas?
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O problema podera ser identificado com as questdes:
Quais sao as pegas que, estando defeituosas, poderdo provo-
car a falha do automoével enquanto ¢é acelerado? Quais pode-
riam ser as causas das anormalidades no seu veiculo? Quais
30 0s recursos que voce dispoe para resolver o problema?

E hora de fazer um bom diagnéstico do sistema automé-
vel para evitar gastos demasiados. Sera necessario investigar a
qualidade do combustivel, o estado do filtro de combustivel,
do carburador, da bomba de combustivel, da bobina, das ve-
las, dos cabos do sistema elétrico, da caixa de distribuicao e
dos seus componentes. Considerando o diagnoéstico, vocé ira
analisar os recursos disponiveis e estabelecer as prioridades a
serem resolvidas.

Analogamente, se o desempenho da area de produgao
de uma empresa esta fraco, quais sao os sintomas? Em quais
dimensdes se encontram? Quais sdo as causas desses sinto-
mas? O suprimento ¢ deficiente? Esta havendo ma utilizagao
da matéria-prima? Os equipamentos estao obsoletos? A ma-
nutencao esta inadequadar? O pessoal encontra-se desmotiva-
do? Falta treinamento aos funcionarios?

Encontrar a questao certa para ser resolvida é o marco
principal para o tomador de decisdo ter sucesso na busca de
um caminho adequado para resolver o problema.

Conhecimento completo das alternativas possiveis

O conhecimento completo das alternativas possiveis é
tanto importante quanto dificil, pois além de saber quais sio

elas é preciso avaliar as suas consequéncias.

Exemplo 1.3 — Reflexao no processo de decisao

Referindo-se ao exemplo 1.2: se o problema esta nas ve-
las do automével, o que podera ser feito? Troca ou limpeza
das velas? A limpeza pode resolver o problema imediato, mas
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a solugao pode nio ser duradoura, em contrapartida, a troca
das velas sera mais onerosa.

Analogamente, se a manutencao dos equipamentos de pro-
ducio for a necessidade imediata, melhora-la pode ser um cami-
nho, mas se estes equipamentos ja sao desgastados, tal solu¢do
podera nio ser duradoura e em breve terdo que ser substituidos.
Por que nio substitui-los de imediato? Onde conseguir os recur-
sos financeiros para tal? Qual devera ser a tecnologia a adotar?

Quais serdo as consequéncias da inovagao tecnoldgicar?

7. FASES DE um ESTUDO DE PEsQuisA OPERACIONAL

Segundo Andrade (1990), as fases de um estudo de PO de-
pendem do tipo de problema e do ambiente que o envolve, mas
determinados passos sao basicos para a realizacio de um estudo
de PO: definicao do problema, construgao do modelo, solucao
do modelo, validagio do modelo, aplicacio da solu¢ao indicada e
avaliagdo. Dentre as fases citadas pelo autor nao consta a escolha
do método para a solucio do problema, mas esta ¢ fundamental
e ndo deve ser excluida de um estudo de PO.

As doze fases mostradas na FIG. 1.1 e abaixo especifica-
das permitem uma melhor compreensio da PO:

* delimitacdo do sistema a ser analisado e observacao
dos sintomas;

* claboracio do diagnéstico do sistema e identificacdo
do problema;

* definicao e formulacao do problema;

* construcio do modelo representativo da realidade
presente;
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escolha do método de solu¢io ou de uma nova con-
cepcao de modelo;

resolu¢do do problema modelado;

interpretagao dos resultados;

validagao do modelo ou reformula¢io do problema
com a construcao de um novo modelo;

resolu¢dao do novo problema;

analise de sensibilidade e interpretacio dos resulta-
dos para a geragao de alternativas de decisao;
escolha da melhor alternativa;

aplicagdo da solucio indicada e avalia¢do dos resultados.

Fig. 1.1 — Fases de um estudo de Pesquisa Operacional

—>

Diagnoéstico / Delimitagio do sistema ou objeto /

Identificagio do problema

—>| Defini¢io e formulagio do problema

nao

| Elabora¢io do modelo |

!

Escolha do método |

Analise de
sensibilidade

Resolugio do modelo Interpretagio Verificagio da validade dos
(aplicagio do método) dos resultados resultados para a aplicagio
Aplicagio Escolha Geragio de alternativas

da solugio indicada da alternativa de solucdo

Exemplo 1.4 — Os problemas em um sistema de trans-

porte urbano.

Uma cidade, de porte médio, sofreu uma troca de sistemas

de transporte coletivo, mudou de um sistema de transporte con-

vencional para o Sistema Integrado de Transporte urbano (SIT).
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No sistema convencional predominavam as linhas de 6ni-
bus do tipo bairro-centro-bairro e algumas linhas entre bairros.
No SIT constam: um terminal central, quatro terminais perifé-
ricos (TP1, TP2, TP3 e TP4), linhas alimentadoras/distribuido-
ras, linhas troncais e linhas entre terminais periféricos. As linhas
alimentadoras/distribuidoras ligam varios pontos de cada baitro
a um dos quatro terminais periféricos (V, X, Y e Z) e vice-versa,
e as linhas troncais ligam os terminais periféricos ao terminal
central (TC), localizado na area de maior densidade habitacional
e de alta concentracao de atividades comerciais, e vice-versa.

A tarifa é cobrada apenas uma vez por viagem, ofere-
cendo ao usudrio a oportunidade de transferir-se de uma li-
nha para a outra sem ter de pagar, porém essa transferéncia
somente ocorre em alguns dos cinco terminais do sistema.

O terminal central estd localizado na quadra situada
entre as avenidas JNA (Joio Naves de Avila), JP (Jodo Pi-
nheiro), JP (Joao Pessoa) e AP (Afonso Pena). Ao lado da
avenida JPO encontra-se uma praga que ocupa duas quadras
completas e ao lado da avenida AP encontra-se o férum do
poder judiciario, com a sua frente para a avenida FP (Fernan-
do Pessoa), paralela a avenida AP. As FIG. 1.2 e 1.3 mostram
os croquis do sistema de transportes de dos arredores do TC,
incluindo as dire¢oes de trafego de veiculos (—).

FIGURA 1.2 - Croqui do sistema de transportes da cidade de porte médio
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FIGURA 1.3 - Croqui dos arredores do terminal central (TC)

l JP T AP l FP
JNA /_\R_//_\///v
— A
TC
Praga
%]

JP i

Fase 1

Qual seria o sistema e qual deveria ser o seu objetivo?

Ha de se pressupor que um sistema de transporte urbano
tem como objetivos a facilitagao e a agilizagao dos deslocamen-
tos dos usuarios, sejam eles os passageiros dos veiculos coletivos
ou dos proprios. Assim, ¢ razoavel que se escolha o transporte
em toda a malha urbana como o sistema a ser analisado.

Qual seria o objeto de estudo?

Sabendo que o transporte coletivo deve ter prioridade
no uso do espago urbano, principalmente por deslocar maior
numero de usuarios por metro quadrado de via, o objeto pre-
ferencial de estudo deveria ser o Sistema Integrado de Trans-
porte Urbano, entretanto ele pode ser mais restrito se o in-
teresse for mais especifico, por exemplo, o terminal central e
os seus arredores. Isso dependerada observacao dos analistas
sobre os sintomas.

Qunais seriam os problemas?

O que parece ser problema para um analista, pode nao
ser para o outro, nesse caso algumas hipoteses de problemas

sao listadas: programacio inadequada de horario de onibus,
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semaforos nao sincronizados, pistas estreitas, localizacao ina-
dequada de terminais de 6nibus. No entanto, muitas outras

hipéteses podem ser levantadas.

* Identificacio dos sintomas

a) Tempo de viagem aumentado;

b) dificuldades no carregamento de compras realizadas no
centro da cidade enquanto passa por escadas e corredores
do terminal central;

¢) conflitos entre movimentos de usudrios dos 6nibus e usua-
rios do comércio situado no pavimento superior;

d) dificuldades em vencer roletas e escadas para subir ao pavi-
mento superior onde se situam guichés de venda de passes
e as roletas de controle (situadas no mesmo pavimento do
comércio);

e) dificuldades em descer escadas para acesso as plataformas
de 6nibus;

f) demora excessiva na fila para esperar pelo 6nibus;

g) existéncia de conflitos de transito nos arredores do ter-
minal em virtude de um estacionamento para automoveis
no seu terceiro pavimento destinados aos comerciantes,
comerciarios e clientes do comércio situado no terminal
central e em seus arredores;

h) congestionamentos e conflitos de transito nos cruzamen-
tos periféricos ao terminal central;

i) disputa entre automoveis e 6nibus intermunicipais pelo uso
dos espagos de estacionamento situados em pragas proxi-
mas a0 terminal;

j) conflitos entre 6nibus e automédveis nas faixas de acesso ao
terminal e as vias do seu entorno;

k) existéncia de obstaculos permanentes na area de influén-

cia do terminal: o terminal central tem a sua frente, pela
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Avenida AP, o prédio do férum da cidade, que ocupa uma
quadra toda e dispoe de um estacionamento exclusivo aos
seus usuarios. Paralela a Avenida AP esta a Avenida FP que
se encontra a frente do férum. Para cruzar a esquina da
Avenida FP com a Avenida JNA, um automével necessi-
ta aguardar trés trocas de sinais do semaforo, provocando
uma fila que intercepta os dois cruzamentos a montante;
1) falta de sincronismo entre o sentido dos fluxos nas vias que
circundam o terminal central e a posi¢ao das portas dos oni-
bus, aliada a proibicao do uso das cal¢adas que rodeiam o
terminal: os 6nibus tém portas de acesso somente na lateral
direita, mas os fluxos das avenidas, que circulam o terminal

central, seguem rigorosamente o sentido anti-horario.

* Analise dos sintomas

A analise dos sintomas depende fundamentalmente do
perfil do analista, pois o sintoma mais importante para um
analista pode nio ser para outro. Contudo, como se pressu-
poe que a analise ndo deva ser feita por um unico individuo,
¢ preciso que se considere o resultado de uma discussio da
equipe de analise, de forma que essa priorize os sintomas
mais importantes para desenvolver a analise sobre eles e des-
considerar os demais.

Fases 2a7
¢ Diagnéstico, problema, modelo e método

O diagnostico completo envolveria uma pesquisa do nu-
mero de passageiros por linha, da quantidade de assentos oferta-
dos por trecho e das reclamagoes. Esses dados poderia (ou nao)
indicar ponderacdes significativas de perda de tempo do usuario,
constituindo-se no diagndstico. Em caso afirmativo, esse diag-

nostico indicatia que a mudanga para o novo modelo SIT nao
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teria contemplado o objetivo do sistema (agilidade), mostrando
que ainda existem problemas. Quais seriam eles? Como resolve-
los? A equipe de analistas deveria reformular o problema, remo-
delar o problema, rever o sistema e ctiar novas propostas (méto-

dos que déem solugao aos problemas).

Fases 8 a 12
* Validacdo, analise de sensibilidade, geracao de alternativas
e avaliacao

A validagao e a analise de sensibilidade sdo etapas inter-
dependentes, consistem em simular situacOes hipotéticas de
operacdes do modelo, o que significa testa-lo. Seriam essas
simulagdes que indicariam a validade do modelo escolhido.
Convencido dessa validade, surgem as expectativas de suces-
so com a aplicaciao da solucdo proposta. A apresentacao da
proposta ao responsavel pela decisao deve considerar as defe-
sas e sucessos provaveis com a aplicagdo, bem como as consi-
deragdes sobre as restri¢oes, que podem levar o tomador de

decisoes as dificuldades na implantagdo do modelo.

8. Exercicios

1. Quais razoes levaram a PO a ser considerada importante
para a tomada de decisoes nas organiza¢oes industriais?
Explique com suas palavras.

2. Com as suas palavras, distinga os termos técnica, méto-
do e técnica cientifica e escreva sobre modelo, problema,
diagnostico, sistema e objeto de estudo.

3. O que ¢ e em que consiste a pratica da PO?
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4. Quais sdo as caracteristicas de um processo de decisao?

5. Exemplifique casos de problemas de decisao e classifique
as decisdes em estratégica, tatica ou operacional.

6. O que é uma decisdo racional?

7. Quais sdo os enfoques da PO? Explique.

8. Trabalhando em grupo de trés alunos, faca um croqui
representativo do problema exposto no exemplo 1.4 e
discuta, em detalhes, as soluces apontadas pelos seus
componentes. Faca um relatério sobre o problema e as
solu¢des escolhidas pelo grupo. Considere os comenta-
rios favoraveis e os fatores restritivos as solucdes indica-
das em uma analise final.
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CaAPiTULO 2






PROGRAMACAO LINEAR

Neste capitulo serao apresentados: (1) introdu¢io aos
problemas de otimizag¢ao; (2) modelagem de problemas
de programacao linear: conceitos; (3) o método grafico;
(4) o método simplex; (5) a linguagem de modelagem
Gams ¢ a sua aplicagio; (6) o problema do transporte;
(7) exercicios e referéncias.

O objetivo é mostrar ao leitor como escrever o modelo
matematico de problemas reais dos sistemas produtivos e de
transportes na forma de problemas de programacao linear,
e como resolve-los utilizando os métodos da programacao
linear e a linguagem de modelagem GAMS.

1. INTRODUGAO AOS PROBLEMAS DE OTIMIZACAO

Os problemas de otimiza¢ao podem ser resolvidos por
meio dos métodos deterministicos. Esses sao classificados
por Novaes (1978) em indiretos e diretos. Os primeiros cons-
tituem-se em procedimentos que exigem o calculo de pontos
minimo e maximo em uma funcdo nao linear, necessitando,
as vezes, fazer a comparagao entre varios pontos minimo ou

maximo, para se chegar ao 6timo global.
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Os métodos diretos constituem-se em procedimentos
que buscam o tGnico 6timo para um conjunto de pontos deli-
mitados por fungdes lineares: as restricbes, em que inexistem
solucoes 6timas localizadas, buscando diretamente a solucao
para um problema de otimizagao restrito.

A programagcio linear (PL) compde-se de métodos de-
terministicos diretos otimizantes e ¢é aplicavel a problemas
restritos de otimizacio linear. O cariter deterministico de
um método de otimizacdo direto pressupoe que o modelo
do problema nio seja influenciado por fatores probabi-
listicos. Entretanto, a analise de sensibilidade a partir da
variagdo dos parametros do problema pode gerar resul-
tados para diferentes cenarios estabelecidos pelo analista
de pesquisa operacional, os quais possuem probabilidades
distintas de ocorréncia, mas que nao sao inseridos nos mé-
todos especificos de programacao linear para a resolucao
dos problemas.

Os métodos da PL resolvem, dentre vérios, os proble-
mas de alocagdo de recursos, de programacao da produgio, de
composi¢ao do produto, de mix de produgio e de transportes.

Um método de otimizacao direto para problemas res-
tritos necessita considerar trés premissas estabelecidas pelo
modelo representativo do problema: (1) a defini¢ao das vari-
aveis de decisdo positivas; (2) uma fun¢ao objetivo, de mini-
miza¢iao ou de maximiza¢io e (3) um conjunto de restricoes
composto por equagdes ou inequacdes.

Ao elaborar o modelo do problema, o analista de PO
procura simplificar o problema real, levando em considera-
¢ao apenas as variaveis mais relevantes.

A utilidade da aplicagiao de um método de otimizag¢ao di-
reto sobre o modelo do problema real esta em gerar soluges

capazes de indicar uma decisao racional ao dirigente.
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Alguns problemas de programacao linear (PPL) consti-
tuem-se de variaveis de decisao continuas, outros de variaveis
inteiras, outros de continuas e inteiras e outros de varidveis
do tipo zero-um. Grande parte dos problemas reais associa-
-se as duas primeiras. Os conteudos conceituais exigidos pe-
los métodos, que dao solucao a qualquer PPL, requerem o
conhecimento dos métodos aplicados a problemas de pro-
gramacao linear com variaveis continuas. Neste texto, serao
apresentados alguns problemas que possam ser modelados
com variaveis continuas e com variaveis inteiras.

Quando o problema for de maximizacao, o objetivo pode
ser buscar o maximo lucro, margem de contribui¢ao ou do volu-
me de producao. Quando for de minimizacao, pode ser o mini-
mo custo, consumo de recursos, tempo de viagem de uma rede
de transporte ou a minima distancia a percorrer nessa rede.

As restricdes, como principio geral, podem ser de su-
primento, processamento ou mao-de-obra, de correlages
de mercado, de limites do mercado consumidor e de orca-
mento. As restricoes de suprimento apontam os limites das
ofertas de insumos. As de processamento podem delimitar
a capacidade de equipamentos, de mao-de-obra, as correla-
¢oes de desempenho dos equipamentos para a producao de
diferentes itens e a composicao do produto. As restrigdes de
mercado consumidor podem estabelecer limites de vendas
para diferentes produtos, bem como correlagdes entre os
volumes de comercializacao desses. As restricoes de orca-
mento delimitam a disponibilidade de recursos financeiros
para investimentos.

A aplicagao de qualquer método de otimizagao direto a
algum PPL exige do analista a escrita do modelo matematico
representativo do problema real, a0 que se denomina proces-

so de modelagem.
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2. MODELAGEM DE PROBLEMAS DE PROGRAMACAO
LINEAR: CONCEITOS

A identifica¢do do problema deve ser a primeira tarefa
do analista de Pesquisa Operacional, por ela ¢ que se definem
o enunciado do problema, o conjunto de dados pertinentes,
as variaveis relevantes que influenciardo a decisdo, o objetivo
e as restricoes para alcanga-lo.

Os dados necessarios para a modelagem de um proble-
ma de programacio linear relacionados aos problemas pro-
dutivos geralmente envolvem: impostos; custo de recursos
materiais, de energia, de mao-de-obra, custos de investimen-
tos ou financeiros; disponibilidade dos recursos; limitagdes
de mercado fornecedor ou consumidor; capacidade instala-
da de producio; quantidades de cada recurso para proces-
sar uma unidade de produto; tempos de processamento da
matéria-prima para cada produto e precos dos produtos.

A segunda tarefa do analista é a modelagem do problema
de PPL. O processo de modelagem consiste na formulagao
matematica do problema, da funcido objetivo e das fungoes
de restricao, que passa pela defini¢do das variaveis de decisio.

A funcao objetivo de um PPL ¢ a expressio matema-
tica linear para a qual se deseja a otimiza¢io, geralmente
relativo a um periodo de tempo pertinente, denominado
horizonte de planejamento. Nos problemas de gestao da
producio, quase sempre ela é de maximizagao, represen-
tando o lucro, a margem de contribui¢do ou o volume de
producao. Nos problemas de transporte predomina a mi-
nimizac¢do do custo, da distancia ou do tempo de viagem.
Nos problemas de composi¢aio do produto, o interesse

pode ser a minimiza¢do do custo para produzir uma uni-
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dade, ou a maximizacao dos resultados financeiros que ele
pode proporcionar ao processo produtivo em que sera uti-
lizado; como exemplo tem-se a composicao de racdes em
granjas de frango e sufnos.

Escrito o modelo matematico, o analista deve escolher
o método de resolucio, aplica-lo, analisar a resposta ¢ testar
a sensibilidade do modelo. Testar a sensibilidade resulta em
inferir novos valores aos limitantes das restricGes e aos co-
eficientes das variaveis de decisdo, tanto na fun¢ao objetivo
quanto nas restri¢oes, e analisar a nova resposta obtida com a
aplicacao do método.

Essa analise pode indicar a necessidade de rever o pro-
blema, o modelo e as vezes até o método de resolucio.

* Modelo genérico de um PPL
Um PPL descrito no formato matematico é demonstra-

do genericamente pelas equagoes e inequacoes (2.1) a (2.3).

n
Z%xj <b
=

ou

@2.1)

= (2.2)

chxj =Q(x) — dtimo
= 2.3)

i=1,...m

j=L...n
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A inequacio (2.1) representa o conjunto de restri¢oes, a
(2.2), a condi¢iao de nio negatividade para os limitantes das

restricdes e a equacgdo (2.3), a fungdo objetivo, em que:

X, = variavel de decisao;

a,= cocficiente de uma varidvel de decisdo em alguma fungao
de restrigao;

b= fator limitante de alguma restricao;

¢, = coeficiente de uma varidvel de decisao na funcao objetivo;
O(x) = funcao objetivo que se pretende otimizar;

7 = numero de restricoes;

J = nimero de variaveis de deciso.

O processo de modelagem nao dispoe de uma regra fixa
que oriente o analista, por isso a sua compreensao quanto a
esse processo passa necessariamente pela resolucao de suces-
sivos problemas.

Tendo como referéncia os produtos e processos produtivos
em sistemas de produgido, os PPL podem ser distribuidos em
quatro classes: alocagdao de recursos, composicio do produto,
composi¢ao do mix de produgio e programagio da producao.

MODELAGEM DE PROBLEMAS DE ALOCACAO DE RECURSOS

Os problemas de alocacdo de recursos sao comuns nos
processos produtivos. Consistem em problemas em que se
devem alocar recursos financeiros, materiais ou mao-de-obra
a produtos, processos, linhas de produ¢io ou equipamentos.
O exemplo 2.1 ilustra essa classe de problemas:

Exemplo 2.1 — Estamparia de saladeiras e pias (adaptado
de Ehrlich, 1988, p.37)
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Uma estampatia pode fabricar pia de aco inoxidavel e/
ou saladeiras do mesmo material, chapas de ago de tnico ta-
manho. Com cada chapa pode-se estampar uma pia e duas
saladeiras ou, entdo, seis saladeiras. As sobras sio economi-
camente inaproveitaveis. A firma vende cada pia a R$80,00 e
cada saladeira a R$25,00. Cada chapa de ago inoxidavel custa
R$60,00. Os demais custos nao interferem na decisao. Con-
sidere que a empresa nao consegue vender mais do que 4
saladeiras para cada pia vendida. Caso o suprimento consiga
um maximo de 680 chapas por més, quanto a estamparia de-
veria produzir de cada artigo para ter a maxima margem de
contribui¢do nesse periodo? Escreva o modelo.

Légica do processo de modelagem:
a) esquematizar o processo de producio (FIG. 2.1);

FIG 2.1 — Representacao do problema da estamparia de pias e saladeiras

£ B £

estam

LT
chapas

b) elaborar o modelo;

O processo de estampagem das chapas pode ser por
dois moldes distintos: o que proporciona a produciao de 2
saladeiras e uma pia e o que resulta em 6 saladeiras.

Neste problema ha relagoes entre o numero de operagoes
de cada processo e o respectivo nimero de produtos resultantes.
Esse fato sugere a necessidade de adotar as variaveis auxiliares.
1% etapa: identificacdo das variaveis de decisdo e das variaveis
auxiliares, quando necessario.

41



KirEBER CARLOS RIBEIRO PINTO

Variaveis de decisao:

x = quantidade de chapas que serio processadas com o
molde A;

x, = quantidade de chapas que serio processadas com o
molde B.

Variaveis auxiliares:

x = quantidade de saladeiras a produzir;

x, = quantidade de pias a produzir.

Relacoes entre as variaveis de decisdo e as auxiliares:

) X=2-X+6-X,  2) X=X,

2 etapa: identificacdo da funcio objetivo.

Interesse: margem de contribui¢ao mensal — diregio maximizar
A funcio objetivo [Q(x)] fica:

(2 25+80-60) - Xa + (6 25-60) - Xb = Q(x)— Max!

70- X +90- X = Q(x)

3 etapa: identificacao das restricoes:
X +X, = 680 (suprimentos, chapas)
ZXd+6X , < 4X (correlagao entre os mercados de pias e saladeiras)
X ,X =20
PROBLEMAS DE COMPOSICAO DO PRODUTO

Consiste em problemas relacionados a compor uma uni-
dade de produto e quase sempre é de minimizacdo do custo

unitario total de producio.
Exemplo 2.2 — Problema da dieta
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Uma dieta que esta sendo preparada pelo restaurante deve
ter entre 1.800 e 3.600 calorias, das quais nao mais que 1.400 ca-
lorias podem ser em amido e ndo menos que 400 calorias preci-
sam ser em protefnas. Dois sdo os alimentos disponiveis: broco-
lis e macarrio. O brocolis custa US$5,00/kg e contém, por quilo,
600 calorias; em que 400 s2o em proteinas e 200 em amido. O
macartio custa US$1,00/kg e contém, por quilo, 900 calotias;
700 sao em amido, 100 em proteinas e 100 em gordura. A escola
precisa reduzir a0 maximo os seus custos. Como deve compor a
dieta para os estudantes? Escreva o modelo.

Elaborando o modelo

Variaveis de decisao:

X,= quantidade de brécolis a compor a dieta;
X, = quantidade de macarrio a compor a dieta.
Funcio objetivo:

minimizar o custo de uma dieta.

50 X, +10 X, = O(X) — Min!

Restricoes:

200X, +700- X, <1400 — (amido)

400- X, +100- X, =400 — (proteina)

600- X, +900- X, <3600 — (calorias = mdax)
600- X, +900- X, 21800 — (calorias = min)
X, 20

X,20

PROBLEMAS DE COMPOSICAO DO MIX DE PRODUGAO
Esses problemas pretendem colocar em questdo, dentre
um leque de alternativas, qual sera a quantidade de cada produ-

to a set produzido, ou comercializado, a0 longo de um periodo
de tempo.

43



KirEBER CARLOS RIBEIRO PINTO

Exemplo 2.3 — Produgao de sorvetes

Qcreme ¢ uma fabricante de dois tipos sorvete: em mas-
sa e picolé. O de massa consome 50% a mais de mao-de-obra
do que o picolé. Caso a produgio fosse exclusivamente de pi-
colé, 40 toneladas diarias seriam produzidas, no entanto, para
este, s6 hd mercado para 30 toneladas/dia. No maximo 15
toneladas de sorvete em massa podem ser comercializadas.
Programe para obter a maxima produgao diaria em toneladas
para a Qcreme. Nao ha condi¢bes para ampliar o quadro de

funcionarios. Escreva o modelo.

Resolucao
a) Variaveis de decisdo:

X, = quantidade de sorvete em massa a produzir em tone-

ladas;

X, = quantidade de picolé a produzir em toneladas.
b) Funcao objetivo: maxima produgio diaria

X, + X, =0 (X) > Max!

¢) Restricoes:

1,5 X +X, =40 — (prod)

X, = 30 — (merc => picolé)

X, =15 — (merc => massa)

X 20

X, 20

Observe que, no caso de dedicagdo total da capacidade
produtiva ao sorvete de massa, a restricio de producao per-
mitiria a quantidade de 40 26,67t . Outra maneira de pensar

- 5
esta restricao do problema é:
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E : X7+‘7 X, =1 — (dia de produgio)
40 40

Em que se lé:
1,5
40

— ¢ a fracdo do dia para produzir uma tonelada do sorvete em massa

1 — éafragio do dia para produzir uma tonelada de picolé

40
PROBLEMAS DE PROGRAMAGAO DA PRODUGAO

Nesse perfil de problemas, pretende-se estabelecer um
cronograma de opera¢io ou definir uma maneira de ocupa-
¢ao dos equipamentos, visando a otimizacdo de um sistema,
seja para a maximiza¢ao das vantagens monetarias ou para a
minimizacdo dos custos. Os exemplos 2.4 e 2.5 podem ser
resolvidos pelos métodos da programacio linear com vari-
avels continuas ou com variaveis inteiras, assuntos a serem

apresentados no item 5 deste capitulo.

Exemplo 2.4 — Fabricacao e montagem KF

A firma KF fabrica uma maquina constituida de 3 pecas
A e 4 pecas B. Os dois tipos de pegas sao fabricadas de trés
matérias-primas, das quais 100 unidades, 200 unidades e 300
unidades sdo, respectivamente, disponiveis por perfodo (se-
mana). A TAB. 2.1 fornece os requisitos de matéria-prima e
o nimero de pe¢as fabricadas por departamento durante um

turno de producao.
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TABELA 2.1
Matérias-primas necessarias e pecas produzidas por turno
Dept Matéria-prima Pecas
1 2 3 A B
1 8 6 7 5
5 9 10 6 9
3 8 8 4

Escreva o modelo para determinar numero de turnos
de producio por departamento, no perfodo, que maximize o
numero total de maquinas.
Resolucao
O processo de modelagem para esse exemplo pode ser facili-
tado com a confec¢io da FIG. 2.2 que demonstra o processo
de producio desde os estoques de matéria-prima até o térmi-

no da montagem.

a) Variaveis de decisao:

%, = numero de turnos por periodo a operar no dept. 7, / =
1,2¢3;

b) Funcao objetivo:

1.[(7%1 6 X, +8-x,) (5%, +9-x, +4-x,)

5 3 2 :l =0(x) - Max!

¢) Restricoes:

(7%, +6-x, +8-x3) = (- X, +9-x, +4-%3) (niimero de lotes de

3 4 pecas A=B)
8.x15.x,4+3. x =100 (matéria-prima 1)
6.x19.x,+8 . x, <200 (matéria-prima 2)

5. 2,410 . 2,47 . 2, = 300 (matéria-prima 3)
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FIGURA 2.2 — Esquema do processo de produgao da firma KF
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Dept. 1

Dept. 2

Dept. 3
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Maquina produzida
na montagem

Matéria-prima 1 .

Matéria-prima 2 .

Matéria-prima 3 .
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Observe que:

(7-x,+6-x,+8-x;)
3 — ¢ o nimero de lotes de pegas A

que a produgdo dos varios departamentos gera no periodo.
A cada lote de pegas A, composto de trés pecas devera ser

agregado um lote de pegas B para montar a maquina final.

(5-x,+9-x,+4-x,)

— ¢ o nimero de lotes de pecas B
que a producdo dos varios departamentos gera no petriodo.
A cada lote de pecas B, composto de quatro pegas, devera ser

agregado um lote de pegas A para montar a maquina final.

O(x) — ¢é o nimero total de maquinas

Exemplo 2.5 — Programacao das operagoes de uma frota
de avides

Uma companhia aérea tem trés tipos de avides e precisa
servir a quatro rotas aéreas. A TAB. 2.2 fornece a capaci-
dade maxima (em numero de passageiros) de cada tipo de
aeronave, o niumero de avides disponiveis de cada tipo, como
também o numero de viagens por dia que cada tipo de aviao
pode fazer em uma determinada rota, por exemplo, um aviao
do tipo 1 pode realizar trés viagens na rota 1 ou duas viagens
na rota 2 ou ainda realizar a combinac¢io de uma viagem na
rota 2 e outra na rota 3. A TAB. 2.2 também oferece o nu-
mero de passageiros que necessariamente tera que ser trans-
portado em cada rota e os custos operacionais por viagem de

cada tipo de avido para cada rota.
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TABELA 2.2
Dados da frota e das rotas aéreas
NUMERO DE VIAGENS DIARIAS
) EM CADA ROTA
TIPO DE | CAPACIDADE NUMERO DIS-
AERONAVE | (Passageiros PONIVEL DE ! 2 3 4
(Passageiros) | \rponavES
1 50 5 3 2 2 1
2 30 8 4 3 3 2
3 20 10 5 5 4 2
PASSAGEIROS A SEREM TRANSPORTADOS

DIARIAMENTE EM CADA ROTA — 100 | 200 | 90 | 120

CUSTOS OPERACIONAIS POR

TIPO DE AERONAVE
l VIAGEM PARA CADA ROTA (R$)

1 2 3 4

1 1.000 | 1.100 | 1.200 | 1.500
2 800 | 900 | 1.000 | 1.000
3 600 | 800 | 800 | 900

Escreva, na forma de um problema de programagio li-

near, o modelo que representa o problema real.

Escrevendo o modelo matematico

A definicio das variaveis de decisio deve levar em conta
o interesse do tomador de decisio ao buscar a solu¢ao do pro-
blema. O objetivo é programar os voos de cada tipo de avido
para cada rota, de modo a atingir o minimo custo operacional
total didrio, respeitando as restri¢oes de frota e de demanda.
a) Variaveis de decisdo:

n:n nn

x,; = quantidade de viagens do avido tipo "i" na rota "

b) Funcao objetivo:

O(x)=1000 - x,+1100 - x,,+1200 - x, ,+1500 - x, +800 .
x,, 7900 - x,,+1000 - x, +1000 - x,,+600 - x; +800 - x, +800

. x33+900 Cx, Min! => custo diario
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¢) Restricoes:
50 " x, +30 " x,+20 * x;, > 100 — oferta de todos avides para a rota 1 (assentos)

50 - x,,+30 * x,+20 * x;,2 200 — oferta de todos avides para a rota 2 (assentos)

50 " 5, 430 " x, +20 * x, ;> 90 — oferta de todos avides para a rota 3 (assentos)

w
o

x,, 30+ x, 20 - x;, 2 120 — oferta de todos avides para a rota 4 (assentos)

1 1
Xy +E Xy +5 X, +1-x, <5—  disponib.//de avides tipo 1

1 1 . ) L
Xy F Xy Xy +5 -X,, £8— disponib.//de avides tipo 2

Xy +%.x34 <10— disponib.//de avides tipo 3

= W

A solugao 6tima que minimiza o custo operacional sera de-
senvolvida com o uso da linguagem GAMS apresentada no
item 5 deste capitulo.

3. O METODO GRAFICO

O método grafico é viavel para problemas de duas vari-
aveis, qualquer que seja o nimero de restri¢oes.

O procedimento grafico consta de duas etapas:

1. determinacdo da regido de solucGes viaveis formada pelo
conjunto de restri¢oes, incluindo as de nao-negatividade
das variaveis de decisao;

2. determinacio da solucio 6tima entre todos os pontos vi-
aveis da regido de solugdes, através do deslocamento de
sucessivas paralelas a func¢do objetivo, buscando o ponto
extremo mais distante da origem para os problemas de ma-

50



APRENDENDO A DECIDIR COM A PESQUISA OPERACIONAL

ximizacao e o ponto mais proximo da origem para os pro-
blemas de minimizacio.

A compreensio do método grafico fica mais evidente com
a apresentacao simultinea de um exemplo. A FIG. 2.3 mostra a
solucao grafica do exemplo 2.1 (estamparia de saladeiras e pias).

Como o problema consta duas variaveis de decisao, a repre-
sentagdo grafica permite visualizar uma paralela a funcao objeti-
vo que passa pela origem do sistema de eixos, e as restricoes de
mercado OQ) e de suprimento NP. Todo o grafico é confeccio-
nado em funcao das variaveis de decisao. A reta OQ) representa a
restricao de correlagdo entre os mercados de pias e de saladeiras.
O triangulo hachurado OPQ) representa o conjunto de solugoes
factiveis (possiveis). Uma paralela a fungao objetivo ¢ deslocada
desde a origem do sistema de eixos (variaveis originais), indo
em direcao a maximizacio, até atingir o ponto extremo da area
hachurada, em que se encontra o ponto étimo.

FIGURA 2.3 — Método grafico aplicado a estamparia de pias e saladeiras

Ponto P= (0, 680) Chapas destinadas a pias ¢ saladeiras

X

a
Paralela a FO que leva passa pelo 0timo

N

Restri¢do de mercado (correlagdo entre pias e saladeiras)

P Pﬂn?o Q= (179, 510) Soh.lcz‘m: 510 chapas
destinadas a pias e saladeiras e 170 chapas
destinadas apenas a saladeiras

510

Restricdo de quantidade
de chapas

o 170 N ‘ Ponto N= (680, 0) Chapas

destinadas a saladeiras

\ Paralela a FO que passa pela origem
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Exemplo 2.6 — Resolugao do exemplo 2.1 pelo método
grafico.

A aplicagao do método grafico indicou como solugao
ao problema de maximizac¢io da margem de contribui¢io, o
processamento de 170 chapas como molde B e 510 chapas
como o molde A, prevendo produzir 2.040 saladeiras e 510
pias para alcan¢ar o maximo lucro.

A tuncio objetivo, 70 - X +90 - X = ((x), resultaria em
uma margem de contribui¢ao global de R$51.000,00 para o
petiodo, que é o maximo possivel.

No caso de um problema de minimizagio, o proposito
seria obter o ponto mais proximo da origem, ocasiao em que
haveria alguma restri¢ao do tipo maior ou igual para impedir
o alcance da origem, pois nao ha sentido a producio nula.
Entio buscar-se-ia o ponto que oferecesse a menor distancia
perpendicular entre a paralela da funcio objetivo que cortaria
a origem, e a funcio objetivo de fato, aquela e passaria pelo
ponto de minimo.

4. O METODO SIMPLEX

Para uma melhor compreensiao dos métodos algébricos
que dio solucdao a um PPL ¢ importante ter nogoes de alge-
bra linear e de sistemas produtivos.

Um PPL tem como requisito um conjunto de restricdes
lineares que formam entre si um conjunto de solu¢des con-
vexo. A solucio 6tima de um PPL encontra-se em um vértice
ou em um segmento de reta composto pelo intervalo de pon-
tos entre dois vértices. Um vértice deste conjunto convexo

corresponde a uma solucdo basica viavel. A solucdo 6tima
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pode ser alcangada por um método que procure sucessivos
vértices até encontrar o vértice que oferece o melhor resul-
tado. O simplex é o método que permite essa procura de
maneira algébrica.

Neste texto serdo apresentados: o algoritmo do método
simplex fase unica e o algoritmo do simplex duas fases. O
primeiro proporciona solugoes a problemas de programacao
linear com restricGes do tipo menor ou igual, sendo neces-
sariamente problemas de maximiza¢do, em que o conjunto
de solugbes possiveis matematicamente, admite a origem do
sistema de eixos das variaveis de decisao. O segundo pro-
porciona solugdes a problemas que tenham pelo menos uma
restricao do tipo maior ou igual, de maneira que o conjunto
de solu¢des possiveis nao contemple a origem do sistema de
eixos das variaveis originais. Logo, os problemas de minimi-

zaca0 sdo caracteristicos dessa situacio.
CONCEITOS DE ALGEBRA PARA O ALGORITMO SIMPLEX

Base

Se, de uma matriz , existe uma submatriz quadrada que
tem determinante nio nulo, de ordem “m”, e o conjunto de
“m” vetores-coluna sio linearmente independentes, entio
esta matriz ¢ denominada base e cada vetor-coluna é chamado
vetor-base. Cada vetor-base corresponde uma variavel, X,
/=1,... n denominada de variavel basica, e as demais variaveis
da (n-m) matriz 4 sio denominadas nio-basicas.

Vértice
A programacio linear somente tem solu¢do quando o
conjunto de solugoes possiveis forma um conjunto convexo,

isto ¢, entre qualquer par de pontos desse conjunto consegue-
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-se escrever um segmento de reta estritamente pertencente a
ele. Sendo respeitada a convexidade, o conjunto de solugdes
possiveis tem na sua periferia, equacoes lineares que no cru-
zamento formam o vértice. Cada vértice ¢ um ponto perten-
cente as solugoes satisfatérias para as variaveis basicas e af se

encontra uma solucio basica viavel.

Solugio 6tima

A solugao 6tima reside em pelo menos um vértice do
conjunto de solucGes possiveis e se residir em dois vértices,
entdo, a solu¢do 6tima pode dar-se por todos os pontos pos-
sfveis pertencentes ao segmento de reta.

Viu-se que o problema de programacao linear pode ser
representado por um conjunto de equacbes ou inequagdes
demonstradas por (2.1), (2.2) e (2.3), mas também pode ser
representado pela nota¢io matricial de (2.4) a (2.7):

Ax<b 2.4)
b>0 2.5)
x>0 2.6)
¢t xe = Q(x) —dtimo (2.7)
Em que:

A é uma matriz m x n, constando de todos os a;com
i=1,... m;

a € 0 +-¢simo vetor coluna mx1, possuindo elementos az

b é o vetor mx 1 que consta das limitages & ;

c¢éum vetor nx 1 que consta dos coeficientes ceomi=1,..n;
x ¢ um vetor n x 1 que consta das varidveis de decisao x ;

¢"é a matriz transposta de ¢ .
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Forma padrio de um PPL

A aplicacao do algoritmo Simplex exige que o modelo
seja adequado ao formato padrio de uma matriz representa-
do por (2.8 2 2.11) ou (2.8'a 2.11"). Para isso, sdo requisitos:
- variaveis nao negativas;
- limitantes nio negativos;
- funcdo objetivo de minimizagao;
- igualdade no conjunto de restrigoes.

Na forma padrio, a matriz 4 e o vetor de variaveis de
decisao X também incluem os coeficientes das vatidveis de

folga e as variaveis de folga.

Ax=1b (2.8)
b=0 2.9)
x 20 (2.10)
" x = Q(x) — Min! (2.11)
anx, +..a; x, +..+a,x, +x,, =b (2.8"

a,+..ta, x +.+a, x +x,. =b

mn- n

b>20,—i=12..m (2.9
x;20,—>j=12,..n+m (2.10"
¢ X ot - x +..+c, - x, =0(x) = Min! (211"

As variaveis de folga de X,41 a X4, sio incrementais
ao modelo original e a cada variavel de folga corresponde

uma restricao de desigualdade.
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A padronizagao ¢é para problemas que tenham restri¢oes
do tipo menor ou igual ou maior ou igual quando se adicio-
nam ou subtraem as variaveis de folga, respectivamente.

Quando a variavel de decisao for negativa, cria-se uma
variavel auxiliar positiva que equivale a negativa da negativa.

Quando a variavel de decisio for livre, criam-se duas va-
riaveis auxiliares, cuja diferenca equivale a variavel livre.

Representagdo em Tableau

Como partida, admite-se que a solugdo inicial ¢ a ori-
gem, assim, para garantir os valores dos limites das restricGes
b,> que podem ser nao nulos, serd necessario atribuir valores
as variaveis de folga. Observe que a variavel original é nula,
ainda que seu coeficiente nao seja:

xl o xs o xn xn+l xn+r xn+m

ay, .. ay a,, 1 .. 0 .. 0 b,
a, .. a4, .. a, o .. 1 .. 0 b,
Ay o Oy e Gy, o .. 0 .. 1 b,
¢ e € e G 0 .. 0 .. 0 0Ok

vnb b vnb vnb vnb vb vb vb vb Vb

Condig¢oes necessarias para o Simplex:

a. as n variaveis (originais) sdo nao-basicas (VNB), atribui-
do o valor zero;
as m variaveis de folga sdo basicas (VB) e ndo-negativas;

c. os vetores coluna g; associados as VBs devem ser line-
armente independente (li), de modo a constituirem uma
base associada a matriz 4.

As solucoes basicas viaveis serdo geradas no sentido de
otimizar a fung¢ao objetivo.
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PASSOS DO ALGORITMO SIMPLEX FASE UNICA

1) Encontre uma solugdo basica viavel, em que 7 € § sao
indicadores atribuidos a uma linha e uma coluna gené-
rica, respectivamente.

vnb - x,=x,=.=x,=.=x,=0

Vb - xn+l = bl""’xn+r = br""7xn+m = b

m

2) E possivel uma solu¢io melhor? Caso afirmativo, escolha
nova vb.

Para isso é necessario:

¢ escolher a coluna do pivot;
* escolher a linha do prvot;

* 0 pivot esta determinado.

3) Escolha da coluna do pivor.

Existindo coeficientes negativos da fun¢io objetivo, escolha
o mais negativo que indicara a coluna do pivor composta de
coeficientes a_. Esse coeficiente orienta para uma redugdo do

valor da fungao objetivo.
c, £0—>c, =min(c,)

Inexistindo coeficiente negativo na linha de coeficientes da fun-
¢do objetivo, torna-se impossivel diminuir o valor da fung¢ao ob-
jetivo, o que indica que se encontra na solugao 6tima. Porém,
caso exista a0 menos uma VNB dentre as X tal que ¢ = 0,
sera preciso fazer esta variavel tornar-se basica, atribuindo-The
um valor nao negativo, e assim uma nova solu¢ao basica viavel
sera gerada. Neste caso, a fungdo objetivo ja estara otimizada e
uma infinidade de pares de pontos permite esta solugao.
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4) Escolha da linha do pivot e atribuicao de valor a nova VB,
determinacio da nova VNB.
Escolhendo a linha do pivet:

* existindo a0 menos um coeficiente @, positivo e maior que
zero, escolha a linha que proporciona a minima relacio b/a;
* caso todos os 4, sejam nulos ou negativos, a determinagao
da solucao 6tima do PPL é impossivel, pois a fun¢ao objetivo

tenderia para o menos infinito.
O pivot esta determinado, o que fazer?

5) Pipofeamento e reducdo a forma canonica:

D) dividir a linha do pivet pelo pivot (coeficiente a, );

IT) anular todos os demais elementos da coluna-pivef pela com-
binagao entre a linha-pivot e as demais linhas, que pode ser feito
subtraindo da i-ésima linha a nova linha psvoz, multiplicada res-

pectivamente pot @, ¢, d, ..., d

157 1,50 Dggr o
Havendo, ainda, algum coeficiente negativo na linha da fun-

4 dm.&" 6?3‘ :

¢ao objetivo, retorna-se a segunda etapa. Ao contrario, caso
esta seja possivel, a solu¢do 6tima estara encontrada.

Exemplo 2.7 — Ampliagao da frota de caminhdes (adapta-
do de Maculan Filho; Pereira, 1980, p.28)

Uma companhia de transportes quer adquirir uma nova
frota. Sao possiveis trés caminhdes, que tém os tipos, desem-
penhos e custos de aquisi¢ao identificados na TAB. 2.3:
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TABELA 2.3
Custos e desempenhos dos caminhoes
Toco Jamanta simples Jallmanta
cabine dupla

Custo (R$) 80.000 130.000 150.000
Capacidade (t) 10 20 18
V. média (km/h) 56 48 48
Horas de operagdo/turno 6 6 7

A legislacio permite que sejam operados até 3 turnos
por dia, mas exige que os caminhdes tipo Jamanta circulem
necessariamente com dois motoristas.

A empresa dispde de 150 motoristas e capacidade de
zelo e manutencgao para 30 caminhdes. O orcamento para a
aquisi¢ao dos veiculos ¢ de R$4.000.000,00.

Resolucao

a) Variaveis de decisao:

X; = quantidade de caminhd&es do tipo I

i =1,2 e 3 (Toco, Jamanta simples ¢ Jamanta cabine dupla)

b) Funcio objetivo:

10.080 - x, +17.280 - x, +18.144 - x, = O(x) — Max!

1 2 3

Significa a busca da maxima produgao de tonelada x km para
o petiodo de um dia de trabalho com trés turnos de operagio.
Restricoes:

80.000 - X+ 130.000 - x

+150.000 - x, < 4.000.000,00

2 3

3-x1+6‘x2+6~x3 < 150

X; + X, +X5 <30 > x ,x ,x 20
1 2 3 0

¢) Aplicacio do método simplex
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QUADRO 2.1
Uso do fablean simplex
VNB VNB VNB VB VB VB
VB X B
1 X, X Xy | Xy | Xs
X 80.000 | 130.000 | 150.000 |1 0 0 4.000.000
4
1 1
X 3 6 6 0 0 50
1 1 1 0 0 1 30
X
-10.080 | -17.280 | -18.144 | 0 0 0 Q’(x)
VNB VNB VB VB | VNB VB
Xy 5.000 |-20.000 |0 1 -25.000 |0 250.000
1 1
X, 0,5 0 1/6 0 25
05 0 0 0 -1/6 1 5
X /
1.008 | 864 0 0 3.024 |0 a0+
' ' 453.600
VB VNB VB VB | VNB VNB
Xy 0 -20.000 |0 1 -23.333 | -10.000 | 200.000
1 1 1 -1 2
X, 0 0 /3 0
1 -1 2 1
X, 0 0 0 /3 0
Q'(x)+
0 864 0 0 2.680 |2.016
463.680
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O primeiro quadro, que acata o PPL na forma padrio,
tem o valor — 18.144 como o mais negativo dentre todos os
coeficientes da func¢io QQ’(x), logo, ele indica a coluna do ele-
mento pzvot (coluna do X3).

A menor relacio entre os limitantes da coluna B e os
coeficientes da coluna do pzvot indica que o elemento de valor
seis, da segunda linha e terceira coluna, é o pzvot, o que deter-
mina a linha do pivet (linha do Xs).

Todos os elementos da linha do pzver sio divididos pelo
valor do pivet e passam a gerar a segunda linha de coeficientes
do segundo quadro.

Combinacbes lineares sio desenvolvidas para anu-
lar os elementos acima e abaixo do pivet, concretizando
a troca de base em que a variavel X3 passa a ser basica e
a variavel Xssai da base. Esses procedimentos resultam
no segundo quadro, em que ha um coeficiente na linha
de Q’(x)+453.600 que ¢é negativo, portanto o 6timo nao
¢ atingido. A busca de um novo pivet se faz necessaria e
a consequente chegada ao terceiro quadro nio apresen-
ta mais coeficientes negativos na linha de Q’(x)+463.680.
Entio, a solu¢do 6tima é alcancada.

O resultado oferecido pela aplicagio do método sim-
plex, por meio duas iteragdes, demonstrado no Zablean sim-
plex, indica ao decisor que ele deve adquirir 10 veiculos Toco,
20 veiculos Jamanta cabine dupla e nao devera adquirir ne-
nhum veiculo Jamanta cabine simples, além disso, haverda um
saldo no orcamento de R$200.000,00.

Sob o ponto de vista gerencial, o que fazer com estes
R$200.000,00? Se esse recurso puder ser deslocado para a
contratacao de mais motoristas e ampliacao da capacidade de
manutenc¢ao, entio um novo problema é gerado e uma nova
solucio devera ser buscada.
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O ALGORITMO SIMPLEX DUAS FASES

O algoritmo simplex duas fases, expresso por Bregalda
et al (1983), resume-se a aplicacao do algoritmo simplex fase
unica em duas vezes. A primeira para resolver um problema
artificial com o objetivo de alcangar um ponto pertencente
ao conjunto de restri¢goes do problema original, e a segunda
para resolver o problema original, atingindo o ponto 6timo.

O problema artificial, que tem uma funciao objetivo ar-
tificial composta pelas variaveis artificiais, ¢ criado, visando
possibilitar a formagdo de uma matriz base para a matriz de
coeficientes das varidveis que compoem o sistema de equa-
¢Oes definidos pela forma padrio, em que ja estariam consi-
deradas as variaveis originais e as variaveis de folga.

Para garantir a igualdade de cada restricao do tipo igual ou
maior ou igual, as respectivas variaveis de folga teriam coeficien-
tes negativos (—1), nao permitindo que a base canonica fosse for-
mada para iniciar o algoritmo simplex fase tnica. Por isso, as va-
ridvels artificiais precisam ser inseridas, uma para cada restri¢cio
do tipo igual ou maior ou igual, estabelecendo uma matriz base
canonica com todos os coeficientes nao negativos, condi¢ao ne-
cessaria para a aplicacio do algoritmo simplex ja conhecido.

A funcio objetivo artificial, composta pela somatoria das
variaveis artificiais, servira de recurso para a aplicacio do algorit-
mo simplex fase Unica, ela serd a referéncia para a primeira fase e
terd como proposito atingir um vértice do conjunto de solucoes
possiveis que, necessariamente, nao sera a origem do sistema de
eixos das vatiaveis de decisdo originais. Assim, impositivamente,
todas as variaveis artificiais no primeiro quadro do fablean sim-
plex participardo da base, mas esta podera constar de uma ou
mais variaveis de folga, de maneira que a base seja completada.

O exemplo 2.8 ilustra a aplicacao do simplex duas fases.
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Exemplo 2.8 — O horticultor e suas folhas: alface, almei-
rao e couve

Um horticultor tem que decidir o quanto vai plantar de al-
face, almeirdo e couve em 10 hectares de terra. A dgua disponivel
para a irrigacao desse plantio é de 60.000 litros, e cada hectare
de alface requer 6.000 litros, de almeirao 5.000 litros e de cou-
ve 4.000 litros. A colheita prevista em pés por hectare esta na
razao de 60.000 de alface ou 50.000 de almeirdo ou 40.000 de
couve. O produtor consegue colocar qualquer folha no merca-
do a R$0,50/pé. Os custos de producio, excetuando-se o preco
de aquisicao da terra, para cada hectare plantado siao estimados
em R$13.000,00 para o alface ou almeirao ¢ R$14.000,00 para a
couve. A totalidade dos clientes exige que a cada 10 pés de alface
sejam oferecidos pelo menos 2 pés de almeirao e 3 de couve.
Mao de obra e sementes nao sao problematicos. Quanto de cada
cultura deve ser plantada pelo horticultor?
Resolucio
a) Variaveis de decisao:
x, = hectares plantados da cultura 7

7=1,2,3 (alface, almeirdao e couve, respectivamente);

b) Funciao objetivo (maximizar lucro):
O(x) = 17.000 -x, +12.000 -x, +6.000 -x,

) Restricoes:

-120.000 -x, + 500.000- x, =0 0))
-180.000- x, + 400.000- x, =0 2)
X, +x, +x,<10 3)
6.000-x, +5.000-x, +4.000-x; <6.000 4)

X, Xy, x,20
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A forma padrio exigird o uso de uma variavel de folga
com coeficiente negativo para cada uma das duas primeiras
restri¢des, (1) e (2), e duas variaveis de folga com coeficiente
positivo para as restricoes (3) e (4). Para gerar a base inicial,
sera necessario criar também duas variaveis artificiais, uma
para a primeira e outra para a segunda restricdo. O Zablean
simplex do QUADRO 2.2 mostra essas consideragoes:

QUADRO 2.2
Uso do tablean para o simplex duas fases
Sosica
VNB* |VNB |VNB |VNB |VNB |VB**|VB |VB |VB | °H
a a
VB X X, X3 Xy | X5 | Xg | X5 xl x2 B
xla -120.000 |500.000 | 0 4 o o o |1 Jo o
x? |-180000 |0 400000 |0 1o o o |1 o
2
Xe |1 1 1 0 0 1 0 [0 (o [10
X7 |6.000 5000 |4000 |0 0 0 1 o |0 |60.000
17.000 [-12.000 |-6000 [0 [0 [0 0 [0 Jo Jow
0 0 0 0 Jo_ o 0o 1 |1 |ow
x“ |-120.000 |500.000 |0 4 o o o |1 Jo o
1
x“ |-180.000 |0 400000{0 |1 |0 o fo [1 o
2
Xe |1 1 1 0 0 1 o |o |o |10
X, |6000 [5000 [4000 [0 |0 |0 1 [o |o |60.000
-17.000 |-12.000 [-6000 [0 [0 [0 o o Jo Jaw
300000 |-500.000 |-400.000 |1 |1 0 0o o |0 |ow
(continua)
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(continuagio)
VNB* |VB |VNB |VNB VNB [VB** |VB |VNB VB
VB x4 x% |8
X, Xy | X X4 Xs | Xg X5 . 5
x2 -0,24 1 0 -0,000002 | 0 0 0 0,000002 |0 0
x; 180.000 |0 400.000 | 0 -1 0 0 0 1 0
x6 1,24 0 1 0,000002 |0 1 0 -0,000002 |0 10
x7 7.200 0 4.000 0,01 0 0 1 -0,01 0 60.000
-19.880 |0 -6.000 |-0,024 0 0 0 0,024 0 Q'(x)
180.000 |0 -400.000 | 0 1 0 0 1 0 Q*(x)
VNB* VB VB VNB VNB VB** |VB VNB VNB
a a
vl X, Xy Xy | X X Xo | X, | X X, B
X, -0,24 1 0 -0,000002 | 0 0 0 0,000002 |0 0
x3 -0,45 0 1 0 0,000003 |0 0 0 0,000003 |0
x6 1,69 0 0 0,000002 | 0,000003 |1 0 -0,000002 |-0,000003 | 10
X, 9.000 0 0 0,01 0,012 0 1 -0,01 -0,012 60.000
-22.580 |0 0 -0,024 -0,018 0 0 0,024 0,018 Q'(x)
0 0 0 0 0 0 0 1 1 Q*(x)
VB VB VB VNB VNB VNB VB
VB B
xl X2 x3 x4 x5 x6 X7
_)(:2 0 1 0 -0,000002 |0,000005 |0,14 1,4201
)C3 0 0 1 0,0000005 |-0,000002 | 0,26 0 2,6627
xl 1 0 0 0,000001 0,000002 | 0,59 0 59172
x7 0 0 0 0,001 0,006 -5310 1 6745,56
0 0 0 0,032 0,057 13332 |0 133.609+0Q’(x)

*\/B = Variavel basica; **VNB = Varidvel ndo-basica

65



KirEBER CARLOS RIBEIRO PINTO

Detalhamento do tableau simplex duas fases:

* alinha de ’(x;) para o segundo quadro, ¢ uma combinagio
capaz de proporcionar coeficientes nulos para as variaveis ar-
tificiais. E o resultado da linha de () do primeiro quadro
menos as duas primeiras linhas do primeiro quadro, x,“ ¢ x,“
* no segundo quadro, em que 500.000 é o elemento pivof |
saird a variavel artificial X ; % da base e entrara X, na base, for-
mando o terceiro quadro;

* no terceiro quadro , em que 400.000 ¢ o elemento prvot, saira
X, da base e entrard x; na base, formando o quarto quadro;

* no quarto quadro a fungdo artificial se anula, termina a pri-
meira fase e inicia-se a segunda fase, com 1,69 sendo o ele-

mento prvot. Sai 0 X, da base e entra 0 X', na base.

No quinto quadro chega-se a solugdo étima, em que:
* 6.745,56 litros de dgua serdo excedentes (X);
* a terra devera ser totalmente cultivada (x, = 0);
* 5,9172 hectares deverao ser plantados em alface (x);
* 1,4201 hectares deverdo ser plantados em almeirio (x,) e
* 2,66 hectares deverio ser plantados em couve (x)).
O custo minimo previsto para o periodo ¢ de R$133.609,00.

5. A LINGUAGEM DE MODELAGEM
GAMS E A SUA APLICACAO

NO(;OES SOBRE A LINGUAGEM DE MODELAGEM GAMS

O sistema GAMS? foi desenvolvido por um grupo de
economistas do Banco Mundial, no final da década de 1980.

2 General Algebraic Modeling System.
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GAMS ¢ uma linguagem de modelagem (LM) orientada para
a construciao de complexos modelos de programac¢iao mate-
matica, consolidada por Brooke et al. Ela compreende-se em
um compilador e varios solucionadores de modelos de PL,
programacao linear inteira e mista e a programagao nio line-
ar, carregando dentro de si, além do método simplex, varios
outros procedimentos algébricos.

O sistema GAMS simplifica o processamento dos da-
dos e gera relatérios que permitem, ao analista de pesquisa
operacional, avaliar os passos do processo de modelagem. A
LM possibilita-o descrever modelos em um forma compacta
pelas relacSes algébricas e independentes dos pacotes de so-
lucionadores a serem utilizados.

A versio 22.5 da LM GAMS IDE — Integrated Development
Environment — esta acessivel ao estudante universitario pelo en-
dereco <http://www.gams.com>, desde 1° de junho de 2007.

Os modelos escritos na linguagem GAMS devem obe-
decer a oito blocos: (1) indices; (2) parametros; (3) variaveis
de decisao; (4) variavel dependente; (5) equacdes; (6) mode-
lo; (7) ordem para a solucio; (8) dire¢ido para a otimizacio;
(9) Especificacao do tipo de PPL em uso e (10) mostra. Os
comandos que correspondem a esses blocos sao:

1) SET;

2) SCALAR ou PARAMETER ou TABLE;

3) POSITIVE VARIABLES ou INTEGER VARIABLES;
4) VARIABLES;

5) EQUATIONS;

6) MODEL;

7) SOLVE,;

8) MINIMIZING ou MAXIMIZING;

9) USING LP ou USING MIP;

10) DISPLAY.
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A explicagdo de como utilizar esses blocos na LM GAMS
esta apresentada no item a seguir, na forma de aplicacio do
sistema GAMS ao modelo do exemplo 2.5.

O USO DA LINGUAGEM DE MODELAGEM GAMS

Considere o exemplo 2.5 do item 2 deste capitulo com o
seu modelo matematico lembrado abaixo:

"1 "1

x. = quantidade de viagens do avido tipo "7 na rota ";
7

0(x)=1.000-x,, +1.100-x,,+1.200- x,; +1.500- x,, +800- x,, +900- x,, +
1.000- x,, +1.000- x,, +600- x5, +800- x;, +800- X,, +900-x,, = Min! = custo dia

0+ x,,#30 - x,+20 * x> 100 — oferta de todos avides para a rota 1 (assentos

<z

50 - x,,+30 - x,+20 - x;,2 200 — oferta de todos avides para a rota 2 (assentos

<z

50 - x, 430 - x, +20 * x,, 2 90 — oferta de todos avides para a rota 3 (assentos

z

50 - x, +30 - x, +20 - x,, 2 120 — oferta de todos avides para a rota 4 (assentos

<z

1 1
Xy F Xy, +5'x13 +1-x, <5—  disponib.//de avides tipo 1

1 1
"X +§ "Xy +g " Xo3 +5 Xy, £8—>  disponib.//de avides tipo 2

1 1
Xy +g~x32 +Z'x33 -i-g-x34 <10— disponib.//de avides tipo 3

= W

S

20=>Vi,j

- Transcri¢ao do PPL para a LM GAMS

a) Tratando o PPL com variaveis continuas (Linear Program
-LP)

Quando este PPL ¢é tratado com variaveis continuas que ad-
mitem solu¢oes fracionadas, a escrita na LM GAMS no arqui-
vo de entrada (gms), que nunca deve contar com caracteres
especificos de linguas nao inglesas (acentos, cedilhas, tremas

e outros), fica:
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SET

R Rotas /T11, T12, T13, T14, T21, T22, T23, T24, T31, T32, T33, T34/,
* Sejam o0s parametros referentes aos limites das restricoes a seguir
PARAMETERS

ROTA1 Qtde minima de passageiros da rota 1

ROTA2 Qtde minima de passageiros da rota 2

ROTA3 Qtde minima de passageiros da rota 3

ROTA4 Qtde minima de passageiros da rota 4

QTAV1 Qtde maxima de avioes por tipo 1

QTAV2 Qtde maxima de avioes por tipo 2

QTAV3 Qtde maxima de avioes por tipo 3;

ROTA1=100;

ROTA2=200;

ROTA3=90;

ROTA4=120;

QTAV1=5;

QTAV2=38;

QTAV3=10;

PARAMETERS

P11 PASSAGEIROS EM UMA aeronave 1 NA ROTA 1 Passageiros A11
P12 PASSAGEIROS EM UMA aeronave 1 NA ROTA 2 Passageiros A21
P13 PASSAGEIROS EM UMA aeronave 1 NA ROTA 3 Passageiros A31
P14 PASSAGEIROS EM UMA aeronave 1 NA ROTA 4 Passageiros A41
P21 PASSAGEIROS EM UMA aeronave 2 NA ROTA 1 Passageiros A12
P22 PASSAGEIROS EM UMA aeronave 2 NA ROTA 2 Passageiros A22
P23 PASSAGEIROS EM UMA aeronave 2 NA ROTA 3 Passageiros A32
P24 PASSAGEIROS EM UMA aeronave 2 NA ROTA 4 Passageiros A42
P31 PASSAGEIROS EM UMA aeronave 3 NA ROTA 1 Passageiros A13
P32 PASSAGEIROS EM UMA aeronave 3 NA ROTA 2 Passageiros A23
P33 PASSAGEIROS EM UMA aeronave 3 NA ROTA 3 Passageiros A33
P34 PASSAGEIROS EM UMA aeronave 3 NA ROTA 4 Passageiros A43
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A51 PROPORC aeronave 1 ROTA 1 EM UMA VIAGEM NA QUINTA RESTR
A52 PROPORC aeronave 1 ROTA 2 EM UMA VIAGEM NA QUINTA RESTR
A53 PROPORC aeronave 1 ROTA 3 EM UMA VIAGEM NA QUINTA RESTR
A54 PROPORC aeronave 1 ROTA 4 EM UMA VIAGEM NA QUINTA RESTR
A61 PROPORC aeronave 2 ROTA 1 EM UMA VIAGEM NA SEXTA RESTR
AB2 PROPORC aeronave 2 ROTA 2 EM UMA VIAGEM NA SEXTA RESTR
AB3 PROPORC aeronave 2 ROTA 3 EM UMA VIAGEM NA SEXTA RESTR
A64 PROPORC aeronave 2 ROTA 4 EM UMA VIAGEM NA SEXTA RESTR
A71 PROPORC aeronave 3 ROTA 1 EM UMA VIAGEM NA SETIMA RESTR
A72 PROPORC aeronave 3 ROTA 2 EM UMA VIAGEM NA SETIMA RESTR
A73 PROPORC aeronave 3 ROTA 3 EM UMA VIAGEM NA SETIMA RESTR
A74 PROPORC aeronave 3 ROTA 4 EM UMA VIAGEM NA SETIMA
RESTR;

P11=50;

P12=50;

P13=50;

P14=50;

P21=30;

P22=30;

P23=30;

P24=30;

P31=20;

P32=20;

P33=20;

P34=20;

A51=1/3;

A52=1/2;

A53=1/2;

Ab4=1;

A61=1/4;

A62=1/3;
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A63=1/3;

A64=1/2;

A71=1/5;

A72=1/5;

A73=1/4;

A74=1/2;

PARAMETERS

C11 Custo da aeronave 1 NA ROTA 1
C12 Custo da aeronave 1 NA ROTA 2
C13 Custo da aeronave 1 NA ROTA 3
C14 Custo da aeronave 1 NAROTA 4
C21 Custo da aeronave 2 NA ROTA 1
C22 Custo da aeronave 2 NA ROTA 2
(23 Custo da aeronave 2 NA ROTA 3
C24 Custo da aeronave 2 NA ROTA 4
C31 Custo da aeronave 3 NA ROTA 1
(32 Custo da aeronave 3 NA ROTA 2
(33 Custo da aeronave 3 NA ROTA 3
C34 Custo da aeronave 3 NARQTA 4 ;
C11=1000;

C12=1100;

C13=1200;

C14=1500;

C21=800;

C22=900;

C23=1000;

C24=1000;

C31=600;

C32=800;

£33=800;

C34=900;
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POSITIVE VARIABLES

X(R) Quantidade de viagens a realizar;

VARIABLE

CUSTO Custo minimo viagem

EQUATIONS

FO Funcao objetivo

R1 Restricao de passageiros da rota 1

R2 Restricao de passageiros da rota 2

R3 Restricao de passageiros da rota 3

R4 Restricao de passageiros da rota 4

AV1 Restricao de oferta aeronave 1

AV2 Restricao de oferta aeronave 2

AV3 Restricao de oferta aeronave 3;

FO .. CUSTO=E=

CI1*X(“T117)+C12*X(“T12")+ C13*X(“T13") + C14*X(“T14") +
C21*X(“T217)+C22*X(“T22")+ C23*X(“T23") + C24*X(“T24") +
C31*X(“T317)+C32*X(“T327)+C33*X(“T33") + C34*X(“T34");
R1 .. P11*X(“T11")+P21*X(“T21”)+ P31*X(“T31")=G=R0OTAT1;

R2 .. P12*X(“T12")+P22*X(“T22") + P32*X(“T32")=G=R0OTA2;

R3 .. P13*X(“T13")+P23*X(“T23")+ P33*X(“T33")=G=R0OTA3;

R4 .. P14*X(“T14”) +P24*X(“T24”) + P34*X(“T34”)=G=R0OTA4;

AV . ABT*X(“T117)+AB2*X(“T12”) +A53*X(“T13") + AB4*X(“T14") =
L=QTAV1;

AV2 .. ABT*X(“T217)+AB2*X(“T22") +A63*X(“T23") + AB4*X(“T24") =
L=QTAV2;

AV3 .. AT1*X(“T317) +A72*X(“T32") +A73*X(“T33") + A74*X(“T34") =
L=QTAV3;

*LIMITANTE

CUSTO.LO=0;

CUSTO0.UP=20000000;
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MODEL aeronave/ALL/;
SOLVE aeronave MINIMIZING CUSTO USING LP;

DISPLAY X.L;

DISPLAY CUSTO.L;

PARAMETER

CTFIN CUSTO TOTAL FINAL

FOLGR1 FOLGA NA RESTR 1 OF ASSENTOS ROTA 1

FOLGR2 FOLGA NA RESTR 2 OF ASSENTOS ROTA 2

FOLGR3 FOLGA NA RESTR 3 OF ASSENTOS ROTA 3

FOLGR4 FOLGA NA RESTR 4 OF ASSENTOS ROTA 4

FOLGR5 FOLGA NA RESTR 5 DISP AV 1

FOLGR6 FOLGA NA RESTR 6 DISP AV 2

FOLGR7 FOLGA NA RESTR 7 DISP AV 3;

CTFIN=C11*X.L(“T11”)+C12*X.L(“T12") + C13*X.L(“T13”) + C14*X.L

(“T147)+ C21*X.L(“T217) +C22*X L (“T22") + C23*X.L(“T23”) + C24*X

L(“T24")+ C31*X.L(“T317)+C32*X.L(“T32") + C33*X.L(“T33”) + C34

X L(“T34");

FOLGR1=P11*X.L(“T11”)+P21*X.L(“T21")+ P31*X.L(“T31")-ROTA1;

FOLGR2=P12*X.L(“T12")+P22*X L(“T22") + P32*X.L(“T32")-ROTA2;

FOLGR3=P13*X.L(“T13")+P23*X L(“T23")+ P33*X.L(“T33")-ROTA3;

FOLGRA=P14*X.L(“T14")+P24*X L(“T24") + P34*X.L(“T34")-ROTA4;

FOLGR5=QTAV1-(A51*X.L(“T117) + A52*X.L(“T12") +A53*X L (“T13")

+ABA*XL(“T14));

FOLGR6=QTAV2-(A61*X.L(“T217) + A62*X.L(“T22") +AB3*X L (T23")
71

—_ = — —

)_
)-
)_
)-

)
(
+ABA*X.L(“T247))
FOLGR7=QTAV3-(A
+ATA*XL(“T34");
DISPLAY CTFIN;
DISPLAY FOLGR1;

*XL(T317)+A72*X.L(“T327) +A73*X.L(“T33")
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DISPLAY FOLGR2;
DISPLAY FOLGR3;
DISPLAY FOLGR4;
DISPLAY FOLGRS5;
DISPLAY FOLGRG;
DISPLAY FOLGRY7;
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Solucao
O sistema GAMS gera um relatério de saida (Ist), do qual os
dados abaixo podem ser extraidos da linhas131 a 157:

---- 131 VARIABLE X.L. QUANTIDADE DE VIAGENS A REALIZAR
T112.000, T124.000, T131.800, T141.433, T241.611

---- 132 VARIABLE CUSTO.L = 12321.111 CUSTO MINIMO VIAGEM
---- 150 PARAMETER CTFIN = 12321.111 CUSTO TOTAL FINAL

---- 151 PARAMETER FOLGR1 = 0.000 FOLGA NA RESTR 1 OF
ASSENTOS ROTA 1

---- 152 PARAMETER FOLGR2 = 0.000 FOLGA NA RESTR 2 OF
ASSENTOS ROTA 2
---- 153 PARAMETER FOLGR3 = 0.000 FOLGA NA RESTR 3 OF
ASSENTOS ROTA 3

---- 154 PARAMETER FOLGR4 = 0.000 FOLGA NA RESTR 4 OF
ASSENTOS ROTA 4

---- 155 PARAMETER FOLGR5
1

---- 156 PARAMETER FOLGR6
2

---- 157 PARAMETER FOLGR7 = 10.000 FOLGA NA RESTR 7 DISP
AV3

0.000 FOLGA NA RESTR 5 DISP AV

7.194 FOLGA NA RESTR 6 DISP AV

- A interpreta¢ao desse resultado é:

* apenas as restricOes 6 e 7 teriam folgas;

* 7,194 aeronaves do tipo 2 ndo seriam utilizadas (nimero
fracionado devido ao problema ser tratado com variaveis

continuas);
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* 10 aeronaves do tipo trés nao seriam utilizadas;

* todos os demais recursos seriam utilizados.

- A solugdo 6tima para a operacgao diaria é:

* 2 viagens do avido do tipo 1 para a rota 1;

* 4 viagens do avido do tipo 1 para a rota 2;

* 1,8 viagens do aviao do tipo 1 para a rota 3 (numero fracio-
nado devido ao problema ser tratado com variaveis continuas);
* 1,433 viagens do avido do tipo 1 para a rota 4 (nimero fracio-
nado devido ao problema ser tratado com variaveis continuas);
* 1,611 viagens do avido do tipo 2 para a rota 4 (nimero fracio-
nado devido ao problema ser tratado com vatiaveis continuas);
* 0 custo diario minimo é R$12.321,11.

b) Tratando o PPL com variaveis inteiras (Mixed Integer Pro-
gram - MIP)
Ao tratar do mesmo problema, porém resolvido com va-
riaveis inteiras que ndo admite solucdes fracionadas, a LM
GAMS fica:
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SET

R Rotas /T11, T12, T13, T14, T21, T22, T23, T24, T31, T32, T33, T34/,
* Sejam os parametros referentes aos limites das restricoes a seguir
PARAMETERS

ROTA1 Qtde minima de passageiros da rota 1

ROTA2 Qtde minima de passageiros da rota 2

ROTA3 Qtde minima de passageiros da rota 3

ROTA4 Qtde minima de passageiros da rota 4

QTAV1 Qtde maxima de avioes por tipo 1

QTAV2 Qtde maxima de avioes por tipo 2

QTAV3 Qtde maxima de avioes por tipo 3;

ROTA1=100;

ROTA2=200;

ROTA3=90;

ROTA4=120;

QTAV1=5;

QTAV2=8§;

QTAV3=10;

PARAMETERS

P11 PASSAGEIROS EM UMA aeronave 1 NA ROTA 1 Passageiros A11
P12 PASSAGEIROS EM UMA aeronave 1 NA ROTA 2 Passageiros A21
P13 PASSAGEIROS EM UMA aeronave 1 NA ROTA 3 Passageiros A31
P14 PASSAGEIROS EM UMA aeronave 1 NA ROTA 4 Passageiros A41
P21 PASSAGEIROS EM UMA aeronave 2 NA ROTA 1 Passageiros A12
P22 PASSAGEIROS EM UMA aeronave 2 NA ROTA 2 Passageiros A22
P23 PASSAGEIROS EM UMA aeronave 2 NA ROTA 3 Passageiros A32
P24 PASSAGEIROS EM UMA aeronave 2 NA ROTA 4 Passageiros A42
P31 PASSAGEIROS EM UMA aeronave 3 NA ROTA 1 Passageiros A13
P32 PASSAGEIROS EM UMA aeronave 3 NA ROTA 2 Passageiros A23
P33 PASSAGEIROS EM UMA aeronave 3 NA ROTA 3 Passageiros A33
P34 PASSAGEIROS EM UMA aeronave 3 NA ROTA 4 Passageiros A43
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A51 PROPORC aeronave 1 ROTA 1 EM UMA VIAGEM NA QUINTA RESTR
A52 PROPORC aeronave 1 ROTA 2 EM UMA VIAGEM NA QUINTA RESTR
A53 PROPORC aeronave 1 ROTA 3 EM UMA VIAGEM NA QUINTA RESTR
A54 PROPORC aeronave 1 ROTA 4 EM UMA VIAGEM NA QUINTA RESTR
A61 PROPORC aeronave 2 ROTA 1 EM UMA VIAGEM NA SEXTA RESTR
A62 PROPORC aeronave 2 ROTA 2 EM UMA VIAGEM NA SEXTA RESTR
A63 PROPORC aeronave 2 ROTA 3 EM UMA VIAGEM NA SEXTA RESTR
A64 PROPORC aeronave 2 ROTA 4 EM UMA VIAGEM NA SEXTA RESTR
A71 PROPORC aeronave 3 ROTA 1 EM UMA VIAGEM NA SETIMA RESTR
A72 PROPORC aeronave 3 ROTA 2 EM UMA VIAGEM NA SETIMA RESTR
A73 PROPORC aeronave 3 ROTA 3 EM UMA VIAGEM NA SETIMA RESTR
A74 PROPORC aeronave 3 ROTA 4 EM UMA VIAGEM NA SETIMA RESTR;
P11=50;

P12=50;

P13=50;

P14=50;

P21=30;

P22=30;

P23=30;

P24=30;

P31=20;

P32=20;

P33=20;

P34=20;

A51=1/3;

A52=1/2;

A53=1/2;

A54=1;

A61=1/4;

A62=1/3;

A63=1/3;
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A64=1/2;

A71=1/5;

A72=1/5;

A73=1/4;

A74=1/2;

PARAMETERS

C11 Custo da aeronave 1 NA ROTA 1
(12 Custo da aeronave 1 NA ROTA 2
C13 Custo da aeronave 1 NA ROTA 3
(14 Custo da aeronave 1 NA ROTA 4
(21 Custo da aeronave 2 NA ROTA 1
(22 Custo da aeronave 2 NA ROTA 2
(23 Custo da aeronave 2 NA ROTA 3
(24 Custo da aeronave 2 NA ROTA 4
(31 Custo da aeronave 3 NA ROTA 1
(32 Custo da aeronave 3 NA ROTA 2
(33 Custo da aeronave 3 NA ROTA 3
(34 Custo da aeronave 3 NAROTA 4 ;
C11=1000;

C12=1100;

C13=1200;

C14=1500;

(21=800;

(22=900;

€23=1000;

(24=1000;

€31=600;

(32=800;

£33=800;

(34=900;

INTEGER VARIABLES
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X(R) Quantidade de viagens a realizar;

VARIABLE

CUSTO Custo minimo viagem

EQUATIONS

FO Funcao objetivo

R1 Restricao de passageiros da rota 1

R2 Restricao de passageiros da rota 2

R3 Restricao de passageiros da rota 3

R4 Restricao de passageiros da rota 4

AV1 Restricao de oferta aeronave 1

AV2 Restricao de oferta aeronave 2

AV3 Restricao de oferta aeronave 3;

FO .. CUSTO=E=

CI1*X(“T117)+C12*X(“T12")+ C13*X(“T13") + C14*X(“T14") +
C21*X(“T217) +C22*X(“T22") + C23*X(“T23”) + C24*X(“T24") +
C31*X(“T31”)+C32*X(“T32")+C33*X(“T33") + C34*X(“T34");
R1 .. P11*X(“T117)+P21*X(“T21”)+ P31*X(“T31")=G=R0OTAT1;

R2 .. P12*X(“T12") +P22*X(“T22") + P32*X(“T32")=G=R0OTA2;

R3 .. P13*X(“T13") +P23*X(“T23")+ P33*X(“T33”)=G=R0OTAS3;

R4 .. P14*X(“T14")+P24*X(“T24") + P34*X(“T34")=G=R0OTA4;

AV . AST*X(“T117)+AB2*X(“T12”)+A53*X(“T13") + Ab4*X(“T14”) =L
=QTAV1;

AV2 .. AB1*X(“T217)+AB2*X(“T22") +AB3*X(“T23") + AB4*X(“T24") =L
=QTAV2;

AV3 .. A7T1*X(“T317) + AT2*X(“T32") +A73*X(“T33") + A74*X(“T34") =L
=QTAVS;

*LIMITANTE

CUSTO0.LO=0;

CUSTO0.UP=20000000;

MODEL aeronave/ALL/;
SOLVE aeronave MINIMIZING CUSTO USING MIP;

DISPLAY X.L;
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DISPLAY CUSTO.L;

PARAMETER

CTFIN CUSTO TOTAL FINAL

FOLGR1 FOLGA NA RESTR 1 OF ASSENTOS ROTA 1

FOLGR2 FOLGA NA RESTR 2 OF ASSENTOS ROTA 2

FOLGR3 FOLGA NA RESTR 3 OF ASSENTOS ROTA 3

FOLGR4 FOLGA NA RESTR 4 OF ASSENTOS ROTA 4

FOLGR5 FOLGA NA RESTR 5 DISP AV 1

FOLGR6 FOLGA NA RESTR 6 DISP AV 2

FOLGR7 FOLGA NA RESTR 7 DISP AV 3;
CTFIN=C11*X.L(“T11")+C12*X.L(“T12") + C13*X.L(“T13") + C14*X.L(
“T14")+ C21*X.L(“T217) + C22*X L (“T22") + C23*X.L(“T23”) + C24*X.L
(“T247)+ C31*X.L(“T31”)+C32*X.L (“T32") + C33*X.L(“T33") + C34*X.
L(“T34");

FOLGR1=P11*X.L(“T11”)+P21*X L(“T21")+ P31*X.L(T31")-ROTA1;
FOLGR2=P12*X.L(“T12")+P22*X L(“T22")+ P32*X.L(“T32)-ROTA2;
FOLGR3=P13*X.L(“T13")+P23*X L(“T23")+ P33*X.L(“T33")-ROTA3;
FOLGRA=P14*X L(“T14”)+P24*X L(“T24")+ P34*X.L(“T34")-ROTA4;
FOLGR5=QTAV1-(A51*X.L(“T117) +A52*X L(“T12") +A53*X.L(“T13") +
A54*X.L(“T147));

FOLGR6=QTAV2-(A61*X.L(“T217) +A62*X.L(“T22") +AB3*X.L (“T23") +
ABA*X.L(“T24"));

FOLGR7=QTAV3-(A71*X.L(“T31") + A72*X.L(“T32") +A73*X.L(“T33")
+ATA*XL(“T34"));

DISPLAY CTFIN;

DISPLAY FOLGR1;

DISPLAY FOLGR2;

DISPLAY FOLGRS;

DISPLAY FOLGR4;

DISPLAY FOLGRS5;

DISPLAY FOLGRES;

DISPLAY FOLGRY7;
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SET

R Rotas /T11, T12, T13, T14, T21, T22, T23, T24, T31, T32, T33, T34/,
* Sejam os parametros referentes aos limites das restricoes a seguir
PARAMETERS

ROTA1 Qtde minima de passageiros da rota 1

ROTA2 Qtde minima de passageiros da rota 2

ROTA3 Qtde minima de passageiros da rota 3

ROTA4 Qtde minima de passageiros da rota 4

QTAV1 Qtde maxima de avioes por tipo 1

QTAV2 Qtde maxima de avioes por tipo 2

QTAV3 Qtde maxima de avioes por tipo 3;

ROTA1=100;

ROTA2=200;

ROTA3=90;

ROTA4=120;

QTAV1=5;

Solucao

O sistema GAMS gera um relatério de saida (Ist), do qual os

dados abaixo podem ser extraidos da linha 131 a 157:
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---- 131 VARIABLE X.L QUANTIDADE DE VIAGENS A REALIZAR

T112.000, T124.000, T132.000, T141.000, T241.000, T34
2.000

---- 132 VARIABLE CUSTO.L = 13100.000 CUSTO MINIMO VIAGEM
---- 150 PARAMETER CTFIN = 13100.000 CUSTO TOTAL FINAL

---- 151 PARAMETER FOLGR1 = 0.000 FOLGA NA RESTR 1 OF
ASSENTOS ROTA 1

---- 152 PARAMETER FOLGR2 = 0.000 FOLGA NA RESTR 2 OF
ASSENTOS ROTA 2

---- 153 PARAMETER FOLGR3 = 10.000 FOLGA NA RESTR 3 OF
ASSENTOS ROTA 3

---- 154 PARAMETER FOLGR4 = 0.000 FOLGA NA RESTR 4 OF
ASSENTOS ROTA 4

---- 155 PARAMETER FOLGR5 = 0.333 FOLGA NA RESTR 5 DISP AV 1

---- 156 PARAMETER FOLGR6 = 7.500 FOLGA NA RESTR 6 DISP
AV 2

--- 157 PARAMETER FOLGR7 = 9.000 FOLGA NA RESTR 7 DISP AV 3

- A interpretagao desse resultado é:

* das 5 aeronaves do tipo 1, quatro seriam totalmente utiliza-
das e uma teria um terco de sua capacidade em ociosidade;
* 7 aeronaves do tipo 2 nao seriam utilizadas;

* 9 aeronaves do tipo trés nao seriam utilizadas;

¢ todos os demais recursos seriam utilizados e a oferta de
assentos para a rota 3 teria o excesso de 10 lugares.

- A solug@o 6tima para a operagao didria ¢:

¢ 02 viagens do avido do tipo 1 para a rota 1;

* 04 viagens do avido do tipo 1 para a rota 2;
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* 2 viagens do avido do tipo 1 para a rota 3;
* 1 viagem do aviao do tipo 1 para a rota 4;
* 1 viagem do aviao do tipo 2 para a rota 4;
* 1 viagem do aviao do tipo 3 para a rota 4;
* o custo diario de R$13.100,00.

- Reflexdo gerencial sobre os resultados
Comparando os resultados do problema com variaveis con-
tinuas LP, com os do problema com variaveis inteiras (MIP).

Nuamero de viagens e custos (LP)

LP | ROTAS
TIPO DE CUSTO
: 1 2 3 4
AVIAQ TOTAL (R$)
1 2 4 18 1,43333
2 0 0 0 1,611
3 0 0 0 0
CUSTO
POR | 2000 | 4400 | 2160 | 3.760,995 | 12.321
ROTA

Numero de viagens e custos (MIP)

MP | ROTAS
TIPO DE CUSTO
AVIAQ ! 2 8 4| TOTAL RS)
1 2 4 2 1
2 0 0 0 1
3 0 0 0 2
CUSTO POR
SOPOR 2000 | 4400 | 2400 | 4300 | 13100

A solucdo com variaveis inteiras encarece o custo didrio
em R$779,00 ou 6,32%, entretanto parece ser mais razoavel
decidir pela solugao com variaveis inteiras (quadro MIP).

Por outro lado, esses resultados indicam que existe ocio-
sidade na frota. O que fazer com esta ociosidade? A empresa

deve reduzir precos e lucros unitarios para incrementar a de-
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manda? Deve locar as aeronaves as outras companhias? Deve
vender aeronaves? Deve buscar novas concessoes junto as
Agencias Reguladoras?

As respostas a estas questoes passam pela definicao de

estratégia da empresa.

6. O PROBLEMA DO TRANSPORTE

MODELO DE UM PROBLEMA DO TRANSPORTE

A resolugdo de um problema classico do transporte
resume-se em determinar o carregamento de uma rede de
transporte que liga varias fontes a varios destinos, onde se
pressupoe que a quantidade ofertada do conjunto de origens
seja igual a quantidade demandada pelo conjunto de destinos,
e o objetivo ¢ alcangar o minimo custo total do transporte.

O problema do transporte é uma particularidade de um
problema de programacao linear, em que as restricdes sao fun-
¢Oes de igualdade e em que o interesse € obter a quantidade 6ti-

ma a despachar através de cada par de pontos origem-destino.
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Forma geral do modelo de um problema classico
do transporte
Um problema classico de transportes pode ser represen-

tado genericamente de maneira matematica pelas equagdes

(2.12) a (2.14).
MinZ =3 c; x, (2.12)

i=1 j=1
sujeito
a:

n

DI (2.13)

Jj=1
Y x; =b, (2.14)
i=1

i=12,..m

j=12,.n,

n n
sendo : Zai =ij
i=1 Jj=1

Exemplo 2.9 — Problema do transporte

A figura 2.4 representa um problema do transporte em
que se dispoe de duas origens: (1) e (2) e trés destinos: (1), (2),
(3). As origens (1) e (2) produzem, respectivamente, 15 mil
e 25 mil unidades. Os destinos (1), (2) e (3) demandam, res-
pectivamente, 20, 10 e 10 mil unidades. Os custos unitirios
de transporte entre cada par de origem-destino encontram-se
identificados nos respectivos trechos. Como escrever o mo-
delo desse problema?
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FIGURA 2.4 — Exemplo de um problema classico do transporte

$10,00 20

15
10
25
10
fontes destinos
(40) (40)

Escrevendo o modelo:

Min'Z =10-x,; +3-x, +5-x,; +12-x,, +7-x,, +9-x,,
Restricoes :

oferta :

X, tx,+x,;=15

Xy Xy +X, =25

demanda :

R +x21 =20
X5 TX5s =10
X3 +x23 =10

Condig¢oes de nao negatividade:

x; > (0 Variaveis de decisao
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RESOLUCAO DE UM PROBLEMA CLASSICO DO TRANSPORTE

Um problema do transporte ¢ uma particularidade de um
PPL em que as restricbes sio necessariamente de igualdade,
por isto pode ser resolvido por métodos especificos, que atra-
vés de um procedimento heuristico, encontra-se uma solu¢iao
basica viavel MACULAN FILHO; PEREIRA, 1980, p. 132).

Um método de resolucio de um problema classico do
transporte geralmente da-se por de um procedimento que
busca uma boa solugdao, mas nio garante que ela seja 6tima.
Obtida essa, utiliza-se, ainda, outro procedimento de itera-
¢oes sucessivas para alcangar melhores solugdes até que che-
gue a 6tima.

A alocagdo prioritaria de carga a célula de menor custo
unitario minimo é um método que permite alcangar a primei-
ra solugao viavel. Em seguida, a analise da variagao do custo
total com o remanejamento de uma unidade para cada célula
de alocacdo até entdao nula, ¢ outro método que permite a
busca da solucdo 6tima.

O primeiro método, que oferece a solu¢ao inicial, consiste
na alocagao do maximo volume possivel ao itinerario que dispor
do menor custo unitario de transporte. O segundo método ¢é
um processo iterativo que deve verificar quais remanejamentos
proporcionam a redugao no custo total. Esse oferece sucessivas
solucoes, cada uma melhor que a outra, até que nao consiga ne-

nhuma melhor, quando entio tera alcancado a solugao 6tima.

Solugio inicial para o exemplo 2.9:
1) Represente o problema em um quadro de coeficientes e de

variaveis de decisdo especificando as capacidades de oferta e

demanda (TAB. 2.4);
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TABELA 2.4
Coeficientes das variaveis de decisdo (custo unitario — R§)
1 2 3 oferta
1 10 3 5
Varidveis X Xy X, v 15
2 12 1 9
Variaveis X2j X, Xy X3 25
Demanda 20 10 10 40

2) Aloque o maximo volume a rota de menor custo (TAB. 2.5)

TABELA 2.5
Alocagio preferencial a rota de menor custo
1 2 3 oferta

1 10 3 5
Variaveis X, x, =0 | x,=10 x,=0 15

2 12 7 9
Varidvels 5, | X, = 0|x,=10] x,=0 o5
Demanda 20 10 10 40

Assim, a soluc¢io inicial é:

x,=0,%x,=10,x, =5 x,=20,x,=0ex,=5

Método da analise da variagdo do custo total: obtengio
da solugdo 6tima para o exemplo 2.9

O segundo método consiste em explorar as possibilida-
des de obter vantagens ao alocar valores as variaveis até entao
nulas. O procedimento inicia alocando uma s6 unidade aque-
la variavel e buscando o novo equilibrio para as condi¢es de

oferta e demanda, e entdo se calcula a vantagem ou desvan-
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tagem proporcionada por essa nova situagao no custo total.
Caso incremente o custo total, despreza-se tal alocacio, caso
decremente, explora-se o maximo de vantagem com a alocagao
de mais unidades. Repete-se o procedimento para outras vari-
aveis de decisdo que haviam obtido valores nulos na primeira
solucdo, até que ndo se consiga melhorat, isto é, reduzir o custo
total quando entdo estara alcancada a solugdo 6tima. Acompa-
nhe os passos devidamente aplicados ao exemplo 2.9:

1) Acrescentando uma unidade a variavel X, , resultando em

g

x,, = 1, serd necessario reduzir uma unidade na varidvel x ,,
x,,=9. Para alcancar o equilibrio, ter-se-a de acrescentar uma
unidade a X, e reduzir uma de X, .

2) Calculando o efeito da variagdao na func¢ao objetivo como o
incremento a variavel X , isto resulta em um incremento de
2 unidades monetarias no custo total, logo nio interessa essa
linha de raciocinio.

Realizando calculos equivalentes para a varidvel x,,,
chega-se a0 resultado de que nao hé alteracdo no custo total.
Assim, tao boa quanto a primeira solucdo, sera aquela que
vier a explorar o incremento em X,,,0 decremento em X 1550
incremento em X ; e o decremento em X, . Portanto, o cus-
to minimo alcancado é de 340 unidades monetarias, havendo

mais de uma distribui¢io dos volumes para tal resultado.

7. Exercicios

1) Considere que 1.270 caixas de laranja precisam ser distribu-
idas a partir das origens 1, 2, e 3, em direcdo aos destinos 1, 2,
3 e 4, cujas demandas e ofertas encontram-se na TAB. 2-1, de

custos de transportes por unidade (caixa) em reais (R$), abaixo
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especificada, que demonstra os itinerarios entre os pares de
origem-destino. Quantas caixas devem ser distribuidas a cada
destino para minimizar o custo total de transporte no perfodo?

TABELA 2-1
Custo unitario de transporte por par de origem-destino
DESTINOS

Origens 1 2 3 4 Ofertas

1 10 8 39 45 470

2 15 6 25 30 400

3 60 50 12 28 400
Demandas 350 500 300 120 1.270

2) Marcus estava saindo com duas namoradas: Cristiane e
Andréa. Sabe-se por experiéncia, que:
I) uma saida de trés horas com Cristiane, elegante, gosta
de frequentar lugares sofisticados, mais caros e ousados,
custara 60 reais;
IT) com Andréa, modesta e simples, porém agitada, que
prefere um divertimento mais popular, uma saida de trés
horas custara 40 reais;
III) o orgamento de Marcus permite o limite de 240 reais
por més para diversio;
IV) para conseguir formar, Marcus nao pode dedicar mais
do que 18 horas a esses passeios. A sua energia para isso
também é limitada, no maximo 40.000 calotias mensais;
V) cada saida com Cristiane consome 5.000 calorias, mas
com Andréa, mais extrovertida, gasta o dobro;
VI) Marcus gosta igualmente de passear com as duas. Es-

creva o modelo e resolva-o.

3) Um fabricante de dois produtos finais, P e P, deseja sa-
ber o quanto deve produzir de cada um para alcancar o maxi-
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mo lucro semanal. Sabe-se que nio ha restricoes de demanda
e nem de fornecimento. Ambos os produtos requerem trés
tipos de mao de obra, A, B e C, nas quantidades, respecti-
vamente, de 2, 1 e 4 horas para o produto P e de 2,2 ¢ 2
para o produto P. Quatro operirios trabalham na secio de
servicos A, trés na B e sete na C. A fabrica opera 8 horas por
dia durante 5 dias da semana. Os lucros sio de R$1,00 para o
produto P e de R$1,50 para o produto P.
4) Um fabricante de cintos de couro para o publico mascu-
lino produz os tipos luxo e standart. O tipo luxo requer o
dobro de tempo de processamento do que requer o standart.
Ele dispée semanalmente de 550 fivelas para o luxo e 700
para o standart. Sabe-se que o couro para a producao dos cin-
tos ¢ suficiente para 1.100 unidades, indistintamente, porém
se dependesse da capacidade efetiva de producio, esta setia
suficiente para 1.200 cintos standart. A clientela nao adquire
mais do que 3 cintos standart para cada cinto de luxo. Os
lucros obtidos com cada tipo de cinto sao de, R$5,00 para
o luxo e R$2,50 para o standart. O fabricante deseja saber
quantos cintos podera fabricar para obter o maximo lucro
possivel. Resposta: infinitas solugdes 6timas — R$3.000,00 —
550 de luxo e 100 standart é uma das respostas.

5) Uma industria madeireira produz dois moveis: cedrito
e xiquito, e os comercializa a R$1.425,00 ¢ R$1.011,00,
respectivamente. Uma unidade do cedrito requer 6 cha-
pas-base de pinho e 12 chapas-base de cedro, enquanto
uma de xiquito requer apenas 18 chapas-base de pinho.
As margens de contribui¢do sao de R$240,00 e R$375,00,
respectivamente. A capacidade de producao mensal ¢ de
2.400 unidades, indistintamente, porém os fornecedores
conseguem suprir 14.400 chapas-base de cedro e 36.000
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chapas-base de pinho. O mercado nio absorve mais do
que 1.750 unidades cedrito, mas nao ha restricdes para o
mercado de xiquito. Quanto de cada moével devera ser pro-

duzido mensalmente?

6) Uma empresa fabricante de mochilas realizou um estudo
de racionalizacdo do seu mix de producao e decidiu fabricar
apenas trés tamanhos a partir da préxima semana. Os precos
dos produtos, os requisitos de recursos, bem como as dispo-
nibilidades semanais destes encontram-se na TAB. 2-11I.

TABELA 2-11
Requisitos de recursos por tipo de produto (mochila)
Tecidode | Jogode | Jogode | Forro | Prego
Produto . ’
nylonm? | fivelas Ziperes m2 R$
Pequena 0,75 1 1 0,90 | 38,00
Média 1,25 1 1 1,50 | 95,00
Grande 2,00 1 1 2,50 | 125,00
I 400; 600; | 250; 600;
Disponibilidades 1.300 1.400
100 200

O nylon é adquirido por R$21,00/m? o forro por R$3,70/
m? um jogo de fivelas para cada mochila pequena, média ou
grande, custa, respectivamente, R$1,53, R$1,65 ¢ R$1,95. Os
ziperes sdo adquiridos a R$2,00, R$2,20 e R$2,40, respectiva-
mente. A aliquota do imposto estadual é de 17% e do impos-
to federal ¢ de 5%.

Sabe-se que qualquer mochila requer 50 minutos de mao-de-

-obra de processamento, ¢ que a capacidade do pessoal da
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produgdo para a proxima semana serd de 950 mochilas. A
previsao ¢ de que o mercado absorvera, semanalmente, até
300 mochilas pequenas, entre 450 e 550 mochilas médias e
até 150 mochilas grandes.

Quanto de cada mochila devera ser produzida na préxima
semana para que 0 empresa maximize a sua margem de con-
tribuicao? Modele o problema na forma de um PPL.

O Imposto Federal (IF) tem a seguinte formulagao:

* IF = (aliquota federal * preco)/(1+aliquota federal)

* O Imposto Estadual (IE) tem a seguinte formulacio:

* IE = aliquota estadual * (preco - IF)

A fabrica compensa o valor do imposto estadual recolhido

no momento da aquisi¢do da matéria-prima.

7) Um fabricante de artigos eletronicos tem distribuidores
que deverdo receber radios e calculadoras eletronicas para
formar o estoque para a época de Natal. Os radios e calcu-
ladoras eletronicas requerem diodos e resistores e passam
por uma maquina de teste. Cada radio requer 4 diodos e 4
resistores, e cada calculadora requer 10 diodos e 2 resisto-
res. Cada radio exige 12 minutos da maquina eletronica de
teste, e cada calculadora, 9,6 minutos. O gerente de pro-
dugio tem para os proximos dois meses apenas 160 horas
disponiveis da maquina de teste para esses dois artigos. O
suprimento da empresa pode contar com 8.000 diodos e
3.000 resistores nesse periodo. Sabendo-se que a demanda
pode absorver toda a producao do fabricante, qual devera
ser a quantidade a produzir de cada artigo de forma a pro-
porcionar o maior lucro possivel? Os lucros unitarios sao de
R$15,00 para a calculadora e R§10,00 para o radio. Resposta
final: lucro maximo = R$12.900,00.
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8) Uma empresa do setor de laticinios fechou um contrato de
fornecimento de leite com um fazendeiro. Esse tera de ofere-
cer pelo menos 15.000 litros de leite mensalmente, podendo
ser leite tipo C de vaca, leite tipo B de vaca e leite de cabra,
com as seguintes condi¢oes: o minimo de 2.000 litros deve
ser leite de cabra e o maximo de 3.000 litros leite B de vaca.
Para cada litro de leite de cabra ¢é necessario alimentar o ani-
mal com uma unidade padrao de milho, e para cada litro de
leite de vaca basta um terco desta unidade, seja para produzir
o leite tipo C ou tipo B, pois a distin¢do entre esses ¢ somente
na maneira de realizar a ordenha: manual o C e mecanica o
B. Dispoe-se de 8.100 unidades mensais de milho. Cada litro
de leite de cabra permite US$0,16 de lucro, um litro de leite
C permite US$0,04 e um litro de leite B, US$0,12 de lucro.
Sabendo-se que uma cabra produz 3,5 litros de leite por dia e
uma vaca produz 8 litros, quantas vacas ou cabras para cada
tipo de leite o fazendeiro precisa ter em lactacio para otimi-

zar seu lucro?

9) Uma firma produz dois artigos de limpeza profissional em
automoveis: Zmpex e brilhex. De cada caixa de lmpex e bri-
lhex, os lucros obtidos sio, respectivamente, de R$100,00 e
R$300,00. Os produtos exigem os processos de blendagem
e de homogeneizagao. O /impex requer 4 horas no primeiro e
8 no segundo, e o brilhex requer 6 e 4 horas, respectivamente.
Durante uma semana, as se¢oes de blendagem e de homoge-
neizagao dispoem de 12 horas-maquina e de 16 horas-maqui-
na para o processamento dos dois produtos. Considerando
que a demanda é ampla, quantos lotes de cada produto de-
vem ser produzidos para obter o lucro maximo? Resolva pelo

método grafico.
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10) Uma firma produz cera limpadora e polidor para au-
toméveis. Os lucros sdo, respectivamente, de R$10,00 e
R$30,00 por caixa vendida de 20 kg ao comerciante. Ambas
exigem os processos de mistura e de homogeneizagiao. Uma
tonelada de cera exige 4 horas no misturador e 8 horas no
homogenecizador, e uma tonelada de polidor exige 6 horas
no misturador e 4 no homogeinizador. A empresa opera 44
horas semanais e possui trés misturadores e 4 homogenei-
zadores. Enquanto o mercado absorve 7 caixas de cera, no
maximo uma caixa de polidor é vendida. Quantas caixas de
cada produto devem ser produzidas semanalmente para que

a firma alcance o lucro maximo?

11) Voce € o gerente de producao de uma retificadora de mo-
tores. Sio retificados os motores MWM e Pérquins. Ambos
exigem as operagoes de usinagem e montagem. O departa-
mento de produgido dispde de 6 maquinas de usinagem e 18
homens na montagem. A empresa trabalha 40 horas sema-
nais. Um motor MWM exige 4 horas de usinagem e duas
horas-homem na montagem, e um motor Pérquins exige 06
horas de usinagem e 1,5 horas-homem na montagem. Os lu-
cros liquidos do servico de retifica de cada um dos moto-
res sao, respectivamente, de R$40,00 e R$50,00. Sabendo-se
que a procura por servicos excede a capacidade de produgio,
quantos motores de cada tipo a empresa deveria aceitar, se-

manalmente, para alcan¢ar o maximo lucro?
12) Resolva o exemplo 2.4 por meio do método Simplex. Per-

gunta: o numero maximo possivel de maquinas a montar na
semana ¢ 44 ou ¢é 227
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13) A firma de méveis modulados FMM fabrica seus compo-
nentes em trés cidades: Campinas, Sao Carlos e Pirassunun-
ga. As quatro centrais de montagem e distribui¢do estao em:
Bauru, Sio José do Rio Preto, Jales e Araraquara. Os custos
de transporte para cada metro cibico nessa rede de trans-
portes, as capacidades de oferta e as necessidades semanais
das centrais, encontram-se na tabela 2 (em R§). Determine as
quantidades a serem alocadas a cada itinerario para que seja
atingido custo minimo. Resposta: custo minimo: R$610,00.

TABELA 2-111

Capacidades de oferta e necessidades semanais da FMM

Centrais
Capacida- Séo
des das . )
fabricas Origens Bauru | José do Jales | Araraquara
(m®) Rio Preto
50 Campinas 3 5 7 4
50 Séo Carlos 6 8 5 2
50 Pirassununga 1 9 7 3
Necessi-
dades das 20 60 30 40
Centrais
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CaAPiTULO 3






ANALISE DE DECISAO PROBABILISTICA

Neste capitulo serdo apresentados: (1) analise de deci-
sao bayesiana; (2) decisdao e processos markovianos; (3)
arvore de decisao; (4) simulacao Monte Catlo; (5) exer-

cicios e referéncias.

O objetivo ¢é oferecer ao leitor alguns instrumentos
quantitativos probabilisticos para analisar alternativas de de-

cisdo em problemas de projec¢io de demanda.

1. ANALISE DE DECISAO BAYESIANA

Decisao € a escolha do ato, que para ser executado, re-
quer do tomador de decisdo a passagem por um processo
de tomada de decisdao. Nesse processo, quem precisa de-

3

cidir deve recorrer a algum método de analise de decisio.

A analise de decisdo bayesiana refere-se as técnicas
que requerem o conhecimento do teorema de Bayes (BLA-
CKWELL, 1974), que diz respeito a determinag¢ao da proba-
bilidade condicional de um evento, dado que outro evento
tenha ocorrido (QUADRO 3.1).

A analise de decisao bayesiana constitui-se na aplicagao

de métodos quantitativos que orientam o tomador de deci-
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soes a escolher a melhor alternativa, diante de diferentes atos

po

rem a existéncia das probabilidades dos eventos, obtidas dos

dados objetivos ou subjetivos. Para a compreensio desses

ssiveis e sob condi¢bes de incerteza. Tais métodos reque-

métodos, sdo importantes 0s seguintes conceitos:

QUADRO 3.1

Eventos dependentes — Teorema de Bayes

Se dois eventos sdo dependentes, o conceito de probabilidade condi-
cional é empregado para indicar a probabilidade de ocorréncia de um
evento relacionado. Se desejamos determinar a probabilidade de “B”
dado “a”, representado por P(B/a), “a” é dado como ocorrido e “B”
dependera daquela ocorréncia. Assim, a determinagao de P(B/a), prob-
abilidade de ocorrer “B”, condicionada a ocorréncia de “a.”, segue 0
Teorema de Bayes, que é:

P(B/a) = Pd(c e B) / P(ar)

Sendo:

Pd(c € B), a probabilidade de ocorrer “o.” € “B” para eventos dependen-

tes e P(a), a probabilidade de ocorrer “o.”.

Exemplo 1:

Considere uma urna com seis bolas pretas e quatro bolas brancas. Se
duas bolas sao retiradas, uma depois da outra, nao havendo a reposicao
da primeira, qual é a probabilidade de sacar sucessivamente duas bolas
pretas?

Sejam:

P(A) = probabilidade de sacar a primeira sendo ela uma bola preta =
6/10

Pd(A e B) = probabilidade da primeira e da segunda serem pretas em
eventos dependentes;

P(A/B) = probabilidade da segunda bola ser preta tendo ocorrido da
primeira sacada ter sido preta = 5/9;

Pd(A e B) = P(A) x P(A/B)

Pd(AeB) = 6/10x5/9 = 30/90 = 3/9 = 0,3333
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Se dois eventos sao dependentes, 0 conceito de probabilidade condicional
é empregado para indicar a probabilidade de ocorréncia de um evento re-
lacionado. Se desejamos determinar a probabilidade de “B” dado “a.”, rep-
resentado por P(B/a), “o.” é dado como ocorrido e “B” dependera daquela
ocorréncia. Assim, a determinagao de P(B/a), probabilidade de ocorrer “B”,
condicionada a ocorréncia de “o.”, segue o Teorema de Bayes, que é:
P(B/c) = Pd(a € B) / P(or)

Sendo:

Pd(o € B), a probabilidade de ocorrer “a” e “B” para eventos dependentes

7]

e P(a), a probabilidade de ocorrer “o”.

Exemplo 1:

Considere uma urna com seis bolas pretas e quatro bolas brancas. Se duas
bolas sdo retiradas, uma depois da outra, ndo havendo a reposigao da pri-
meira, qual é a probabilidade de sacar sucessivamente duas bolas pretas?

Sejam:

P(A) = probabilidade de sacar a primeira sendo ela uma bola preta = 6/10
Pd(A e B) = probabilidade da primeira e da segunda serem pretas em even-
tos dependentes;

P(A/B) = probabilidade da segunda bola ser preta tendo ocorrido da pri-
meira sacada ter sido preta = 5/9;

Pd(A e B) = P(A) x P(A/B)

Pd(AeB) = 6/10x 5/9 = 30/90 = 3/9 = 0,3333

FIGURA A-1 — Adaptado de Kazmier (1982)

0,5 0% Vermelha (M)
02 Verde (D)

Vermelha (M)
0.5 Verde (D)

0,6

Aimportancia do Teorema de Bayes encontra-se na aplicagéo a eventos se-
quenciais e, além disso, o teorema permite a determinagdo da probabilidade
condicional de um evento ter ocorrido na primeira posi¢ao da sequéncia,
mesmo que apenas a ocorréncia da segunda posigao da seqiiéncia tenha
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sido observada. A representagao estatistica é:
P(a/B) = P(ot) X P(B/a)
P(a) X P(B/ax) + P(a’) X P(B/o)

Exemplo 2: Suponha que duas urnas, U1 e U2 , a primeira com oito bolas
vermelhas e duas verdes e a segunda com quatro vermelhas e seis verdes,
estejam a disposicao para um sorteio. Se uma urna é selecionada ao
acaso (primeiro passo da sequéncia) e desta urna é retirada uma bola
(segundo passo), qual é a probabilidade da U1 ter sido selecionada na
primeira posigao da sequéncia, sendo a bola sacada (no segundo passo)
de cor verde? A FIG. A-1 ilustra o caso.

Solugéo:
P(U1/D) = P(U1)xP(D/U1)
P(U1)x P(D/U1)+P(U2) x P(D/U2)
Sendo:  P(U1)=0
P(U2)=0
P(D/U1)
P(D/U2)=0

Tem-se: P(U1/D)=0, 25
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* Tabela de decisao: ela ¢ um instrumento utilizado para
identificar ganhos ou perdas condicionais associados as
possiveis combinagoes de azos e eventos. Necessariamente
contempla os resultados econémicos estimados para cada
combinagdo ato/evento, mas pode constar também das pro-
babilidades de ocorréncia de cada um dos eventos mutua-

mente exclusivos.

* Atos: sao os caminhos alternativos de agdo (estratégias), dis-

poniveis ao tomador de decisao.

* Bventos: sao os nés que indicam as possiveis ocorréncias

fora do controle do tomador de decisoes.

METODOS COM BASE APENAS EM PROBABILIDADES

a) Escolha com base no evento de maxima probabilidade
Consiste em identificar o evenfo que tem a maxima pro-

babilidade de ocorréncia, escolher o a0 que o cumpra em

valores fisicos e também dé o maior retorno econéomico.

b) Escolha com base na demanda esperada
Consiste em realizar o calculo da demanda esperada e
escolher o afo que mais se aproximar e proporcionar o maior

retorno econdémico.

Exemplo 3.1 — Encomenda de chinelas em um super-
mercado

Em um supermercado, sabendo que no préximo verdo
pode ocorrer demanda variada, quantas chinelas de praia

devem ser encomendadas, sendo que os pedidos devem ser
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feitos em lotes de 2.500 pares? A TAB. 3.1 apresenta as infor-

magdes necessarias.

TABELA 3.1
Lucros ao supermercado previstos para o periodo (R$)
Demanda | Probabili- Encomendas
(pares)
(eventos) | dades (atos)
(pares) 10.000 12.500 15.000 17.500

10.000 0,10 | 10.000,00 | 9.000,00 | 8.400,00 | 7.900,00
12.000 0,30 9.500,00 | 11.500,00 | 11.000,00 | 9.700,00
13.000 0,40 9.100,00 | 12.000,00 | 11.500,00 | 10.500,00
16.000 0,20 8.500,00 | 11.300,00 | 14.500,00 | 15.000,00

a) Decisao pelo método da Maxima Probabilidade:

A maxima probabilidade ¢ 0,40. A demanda (evento)
correspondente é de 13.000 pares de chinelas, mas para ga-
rantir o cumprimento da demanda e obter o maior retorno

economico, recomenda-se pedir 15.000 pares (ato).

b) Decisiao sobre método da Demanda Esperada

O calculo da demanda esperada ¢é:

ED) = 0,1 x 10.000 + 0,3 x 12.000 + 0,4 x 13.000 +
0,2 x 16.000 = 13.000 pares (evento), entio recomenda-se
escolher a alternativa mais préxima, que dé o maior retorno
economico. Logo, deve-se encomendar 12.500 pares (ato).

METODOS COM BASE APENAS NAS CONSEQUENCIAS
ECONOMICAS

a) Maxmin (pessimista): escolher, entre os diferentes eventos,
aquele que dispor do minimo valor econémico e, entre 0s afos es-
colher o que dispor de maximo valor, que sera o ato de decisao.

106



APRENDENDO A DECIDIR COM A PESQUISA OPERACIONAL

b) Maxmax (otimista): escolher, entre os diferentes azos, aque-
le que dispor do maximo valor.

¢) Arrependimento minimax: pressupor que um evento em
particular ocorrera e escolher o melhor a#o e adota-lo como
referéncia. Identificar a perda relativa dos varios atos cor-
respondentes aquele evento. Elaborar raciocinio analogo em
relacdo aos outros eventos. Em seguida, destacar as maximas
perdas para cada af e dentre as maximas perdas, escolher a
menort, assim essa indicara o ao a ser adotado na decisao.

Exemplo 3.2 — Aplicagao dos métodos desconsiderando
a probabilidade

Resolvendo o mesmo problema do exemplo 3.1 pelos mé-
todos com base apenas nas consequéncias economicas, tem-se:
a) Maxmin: parte do menor retorno economico de todas as
opgoes. No caso, R$§7.900 ¢ o minimo valor que corresponde
ao evento 10.000 pares de encomenda, entio admite-se que vai
ocorrer uma demanda de 10.000 pates (evento). Escolhe-se a
alternativa que oferece o maior retorno econoémico, nesse caso
¢ R$10.000,00, entao deve-se encomendar 10.000 pates (ato);
b) Maxmax: observa-se, simplesmente, o maior retorno econo-
mico de todas as alternativas, sem atentar para os eventos que
¢ R$15.000,00, logo deve-se encomendar 17.500 pares (ato).
¢) Arrependimento minimax: esse método exige encontrar
valores de arrependimento ou perdas relativas, encontrados
na TAB. 3.2.
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TABELA 3.2
Perdas relativas entre os varios atos e o ato de maior valor

para cada evento

Demanda | Probabi- Encomendas
(eventos) | lidades (atos)
10.000 12.500 15.000 17.500
10.000 0,1 0 1.000,00 1.600.00 2.100,00
12.000 0,3 2.000,00 0 500,00 1.800,00
13.000 0,4 | 2.900,00 0 500,00 1.500,00
16.000 0,2 | 6.500,00 | 3.700,00 500,00 0

Para cada evento da TAB. 3.1 escolhe a célula de melhor
retorno economico e toma essa como referéncia para o cal-
culo das perdas relativas correspondentes a todos os outros
atos. Destacam-se as maiores perdas relativas para cada co-
luna (ato) e escolhe-se a menor perda maxima para indicar o
ato pelo qual deve-se decidir. Nesse exemplo, R$1.600,00 é
a menor perda relativa maxima, assim se deve encomendar
15.000 pares (ato).

METODO COM BASE EM CONSEQUENCIAS ECONOMICAS
E PROBABILISTICAS

Esse método baseia-se no critério do valor esperado
(VE), em que se decide pelo ato indicar o melhor resultado
economico esperado. Determina-se o somatério do valor es-
perado para cada combina¢io ato/evento, para cada coluna
(ato), e decide-se pelo melhor resultado.

Exemplo 3.3 — Aplicacio dos métodos que consideram
consequéncias economicas e probabilidades
Resolvendo o mesmo problema do exemplo 3.1 utilizando

o critério do valor esperado, tém-se os resultados apresentados
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na TAB. 3.3. Dessa deve-se optar pela combinag¢io ato/evento

que proporcione o melhor retorno econémico esperado.

TABELA 3.3
Valores esperados para os atos
Eventos | Probabi- Encomendas | (atos)
lidades 12.500 15.000 17.500
10.000

10.000 0,10 10.000,00 |9.000,00 8.400,00 |7.900,00
12.000 0,30 9.500,00 |11.500,00 11.000,00 |9.700,00
13.000 0,40 9.100,00 |12.000,00 11.500,00 |10.500,00
16.000 0,20 8.500,00 |11.300,00 14.500,00 |15.000,00
Valor

esperado

9.190,00 11.410,00 11.640,00 |10.900,00

Assim: VE,,,,,, que se 1¢ valor esperado pelo ato de en-
comendar 10.000 pares de chinelas é VE 0= R$9.190,00.
Analogamente, VE ,,, =R$11.410,00; VE ,,, =R$11.640,00
e VE __ =R$10.900,00. Portanto, deve-se encomendar

(17,500)

15.000 pares.

2. DECISAO E PROCESSOS MARKOVIANOS
CONCEITOS DE ESTADO, ELEMENTO, PASSO E TRANSICAO

* Estado: ¢ a condicio em que se situa cada elemento que
interfere nas probabilidades dos eventos.

* Elemento: pode ser um consumidor, um fornecedor ou um
competidor, ou outro ente capaz de influenciar nas probabi-
lidades dos eventos entre dois ou mais momentos distintos.

* Passo: é uma etapa de um conjunto de etapas sequenciais
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de um processo de decisao multi-estagios. O ponto inicial do
processo de decisao é o passo zero. As etapas ocorrem em
momentos subsequentes.

* Transicao: ¢ a passagem prevista para o elemento mover-se
de um passo para outro subsequente, em que podera ou nao
ter alterado o seu estado. Uma transi¢do pressupoe a existén-
cia de um conjunto de estados possiveis e das probabilidades
do elemento manter-se ou alterar de estado ao mover-se do
passo atual para o passo seguinte. Pressupoe-se que as transi-
¢Oes futuras possam ser ponderadas de maneira probabilisti-

ca. Transi¢Oes sucessivas exigem uma sequéncia de decisoes.
DECISAO E CADEIAS DE MARKOV

As cadeias de Markov podem ser usadas para processos
que envolvem modelos fisicos ou econémicos que garantam
as seguintes propriedades:

1) o conjunto de sucessos possiveis ¢ finito.

2) a probabilidade do proximo sucesso dependera apenas do
sucesso imediatamente anteriof.

3) essas probabilidades sio constantes no tempo.

Um processo de Markov consiste em um conjunto de ele-
mentos e um conjunto de estados, tal que:

I) a qualquer tempo, cada elemento deve estar em um

estado. Elementos distintos nao precisam estar em esta-

dos diferentes;

II) a probabilidade de que um elemento passe de um

estado para outro em um periodo de tempo depende

somente desses dois estados.

Muitos problemas de decisao compdem-se de sucessos

discretos e probabilisticos que dependem as um resultado an-
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terior. Sao exemplos: os problemas de estoques, que sofrem
os efeitos probabilisticos de demanda e de tempo de reposi-
¢a0; de filas de espera, que sofrem os efeitos probabilisticos
do nimero de chegadas de clientes por intervalo de tempo e
de tempos de atendimento dos postos de servigo e os mode-
los de marketing, que sofrem os efeitos probabilisticos das
acoes dos clientes e dos competidores.

Os conceitos de Cadeias de Markov sio adequados para
a analise de problemas probabilisticos do género. O exemplo
3.4 mostra um problema relacionado a area mercadolégica
em que se deseja prever a reparticio futura de mercado de

automoveis médios.

Exemplo 3.4 — Tendéncias na demanda do mercado para
veiculos

Uma montadora de veiculos interessa analisar as proba-
bilidades de o cliente adquirir o veiculo da sua marca nas pro-
ximas decisOes e verificar como essas probabilidades podem
afetar a participacao de sua empresa no mercado em alguma
data futura. O mercado a ser analisado ¢ o de usuarios de
carros médios. Trés automoveis participam desse mercado:
Fiesta, Corsa e Siena, originarios de trés fabricantes distintos.
Considere que essas marcas e modelos de veiculos consti-
tuem-se em todo o universo de possibilidades para os clientes
optarem no momento das suas decisoes.

As questdes de interesse seriam: (1) Qual é a probabi-
lidade de um proprietario do automoével Siena vir a adquirir
um Fiesta na sua préxima troca de automovel? E na segunda
troca? (2) Mantendo-se as atuais condi¢oes ao longo do tem-
po, qual seria a participagdo do fabricante do Fiesta no referi-
do mercado em data futura? (Adaptado de Shablim; Stevens
Junior, 1987, p.69).
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A analise pode-se dar pelo do calculo de probabilidades
(arvore de sucessos) ou pelo conceito de Cadeias de Markov.

Cada ocorréncia gera um estado (modelo de veiculo) e
cada decisao possivel para o cliente (elemento) implica em
uma transi¢ao (de um passo para outro), podendo o elemento
manter ou alterar o estado no passo subsequente. Trés esta-
dos podem ocorrer com o cliente do segmento de automo-
veis médios: ter um Fiesta, um Corsa ou um Siena.

Admita que toda vez que o elemento enfrenta um pro-
cesso de decisdao, quando se encontra em um determinado
estado e que ha possibilidades dele estar em qualquer dos
estados em um passo qualquer no futuro, ele parte do passo
atual. Ao prever a execu¢dao de uma decisao, as probabilida-
des desse elemento estar em diferentes estados ja estio dadas,
e por isso a transi¢cao pode ser ponderada.

A decisio do usuario do veiculo ¢ influenciada pelo mo-
delo que tem atualmente, naturalmente se o veiculo agrada-o.
A probabilidade dele se manter no modelo e na marca sera
maior se o vefculo lhe proporcionar alguma contrariedade. A
TAB. 3.4 apresenta as propor¢oes dos proprietarios de um
determinado veiculo que adquiriram um dos trés tipos de
vefculos que se encontravam disponiveis na dltima decisao.
Pode-se compreender a tabela como o quadro que mostra o
comportamento dos adquirentes de veiculos no momento da

compra, durante o dltimo ano no pafs.

TABELA 3.4

Compras dos clientes dos carros médios

. Compraram o Compraram 0 Compraram 0
Possuiam o ) )
Fiesta (%) Corsa (%) Siena (%)
Fiesta 40 30 30
Corsa 20 50 30
Siena 25 25 50
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As probabilidades de um cliente qualquer exercer a transi-
¢do: ter um veiculo agora e outro apds o proéximo processo de
decisao, podem ser representadas por uma matriz de transicao,
construida com base em uma tabela de probabilidades.

Considere a TAB. 3.5, em que S;identifica o estado para o
passoOeS;o estado para o passo 1;com 7e jvariando de 7 até

€9 (1P

m, sendo “#7” o numero de estados e “#” o numero de passos.

TABELA 3.5
Probabilidades — matriz de transicio
5
81 SZ 83
S: 0,40 0,30 0,30
S, 0,20 0,50 0,30
Ss 0,25 0,25 0,50

De maneira algébrica, a matriz de transicio P, é represen-

tada por:
0,40 0,30 0,30
P= 0,20 0,50 0,30
025 0.25 0,50

A TAB. 3.5 apresenta as probabilidades Pjj para a tran-
sicao do elemento desde o passo zero (atualmente) até o
passo um (futuro imediato). O primeiro interesse da questao
(1) é encontrar para esta transicdo, a probabilidade de pas-
sar do estado possuidor de Siena para o estado possuidor do
Fiesta, informacao obtida diretamente da matriz de transicio

(Py':l?31)~

P31 = 0,25

Entio, ha 25% de probabilidade do usuario possuidor do Sie-
na adquirir o Fiesta na préxima decisdo de compra.
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Observe que a soma de todas as probabilidades de aquisi¢ao

precisa somar 100%.

Yp;=1 - 0<p, <1 (3.1)
j=1

Arvore de sucessos

Quanto ao segundo interesse da questao (1), que refere-se
a segunda transicao (mudar do passo 1 para o passo 2), pode-
-se utilizar o calculo de probabilidades ou a arvore de sucessos

(figura 3.1) e chegar a resposta com os dados da TAB. 3.6.

TABELA 3.6

Transi¢des do consumidor do Siena para o Fiesta

Do passo O para| Primeira |Dopasso 1parao| Segunda | Probabilidade

0 passo 1 transicao passo 2 transicao conjunta
Fiesta 0,25 Fiesta 0,40 0,100
Corsa 0,25 Fiesta 0,20 0,050
Siena 0,50 Fiesta 0,25 0,125

probabilidade | quemtem | terum Fiesta |a segunda 0975

de um Siena apos troca

FIGURA 3.1 — Arvore de sucessos possiveis em dois passos
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Cadeias de Markov
Considere V" o vetor de probabilidades ap6s a n-ésima
(1924
i,

transi¢cao de quem encontra-se atualmente (n=0) no estado
A tabela 3.5 mostrou a matriz de transicio com elementos Py

No exemplo em consideragao temos trés estados possi-
veis para cada elemento que se encontra inicialmente (passo
zero) no i-ésimo estado cair no futuro. Entao, para a n-ésima
transi¢ao o vetor de probabilidades sera do tipo:

V' = (pi.pipis)

No caso em analise, a preocupacio ¢ chegar as proba-
bilidades do cliente estar no passo 3, momento de conclusao
da segunda transi¢ao, no estado possuidor do Fiesta. Este es-
tado € o primeiro dos trés apresentados na tabela 3.4. Entio,
o interesse ¢é saber qual é p 5 72; a probabilidade do possuidor
atual do modelo Siena ter um Fiesta ap6s duas transi¢oes ao
concluir a segunda troca de automovel? Essa probabilidade
faz parte do vetor de probabilidades V2.

Mediante a analise de Cadeias de Markov:

1) ao mudar do passo 0 (n=0) para o passo 1 (primeira tran-
sicao, n=1), sendo “1” igual a 3 (veiculo Siena), o vetor de
probabilidades é: ¥, = (0,25, 0,25, 0,50).

2) ao mudar do passo 1 (n=1) para o passo 2 (segunda transi-
¢ao, n=2), as probabilidades do consumidor em cada estado
sao demonstradas pelo vetor V32, que significa o vetor de
probabilidades apos a segunda troca de veiculos, para aquele
que se encontra atualmente (n=o0) no estado “i” (para i=3,
estar com o veiculo Siena).

Generalizando, Vln ¢ o vetor de probabilidades apds a
n-ésima transi¢do de quem encontra-se atualmente (n=0) no

@
1°.

estado
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P
1 0,40 0,30 0,30
=VixP

0,20 0,50 0,30
= 0,25 0,25 0,50) x| 025 0,25 0,50

= (0,275 0,325 0,400)

A probabilidade conjunta do proprietario do veiculo Sie-
na (estado 3), no passo presente (n=0), adquirir o veiculo
Fiesta (estado 1) apos a segunda transi¢ao (passo nimero 3)
¢ de 0,275. Observe que o cliente, que no passo zero (atual)
possui um Siena, podera passar por outro modelo e marca
(estado) no passo 1, mas no passo 2, 27,5% ¢ a probabilidade
dele ter um Fiesta.

Considere:

V;-n = vetor que descreve as probabilidades para “n-ésimo”
passo, sendo n = 2, sendo o estado presente, passo zero, Sj
Para o passo nimero 3, tem-se:

V=12 =P
V2=V'xP
V2 =V < Py<P

Assim:
Vr=vVn-lx P=(V;' x P"=2)x P (3.2)
in — il ><Pn—l (3‘3)

Vetor de distribuigdo ou de participacido vl

Em problemas que exigem estimativas de distribuicao
do mercado, o vetor de distribuicio mede a participacao de
cada agente no mercado correspondente.

O produto entre o vetor de participacao atual [V ] e a

matriz de transicio P oferece o vetor de participagio pre-
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visto para o momento imediatamente apds a ocorréncia da
transigao .
s3o Vi)

Voy=Vpe)X (3.4)

Para a segunda transicdo Vp ) Setia:

Vo=V P (3.5)

e assim, sucessivamente, para as transi¢oes seguintes.

Com referéncia ao exemplo 3.4, se os respectivos fa-
bricantes dos automéveis Fiesta, Corsa e Siena, compdem a
totalidade dos fabricantes de carros médios, com as partici-
pagdes correspondentes de 30%, 40% e 30% no mercado, o
vetor de participa¢do atual [VP@] seria Vp@ = (0,3, 0,4, 0,3).
Lembrando a questdo (2) colocada no enunciado do exemplo
3.4, qual seria a participagdo prevista para o fabricante do
Fiesta no proximo ano?

Tem-se a resolu¢do com o uso da equagiao (3.4):

040 030 030
Vo= (0,3 04 0,3) x| 020 050 030
025 025 050

0 que proporciona os seguintes resultados: fabricantes do
Fiesta, Corsa 1.4 e Siena, com participagdes, respectivamente,
de: 27,5%, 36,5 % e 36%.

3. ARVORE DE DECISAO

Problemas de decisdao de investimento, de estratégias de

produgao ou distribui¢io, de definicio de marcas para o pro-
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duto e de lancamento do produto sdao alguns exemplos em
que se pode usar a técnica de arvore de decisio para obter
indicativos de solucio.

As consequéncias de uma decisao sdo, frequentemente,
afetadas por eventos que ocorrem apods a decisao inicial. Isso
conduz a necessidade de decisoes adicionais. A avaliacio dos
atos de decisdo iniciais deve estruturar-se na avaliacio dos
eventos e decisdes previsiveis para o processo de decisao
como um todo.

A analise por meio da arvore de decisdo, que se baseia no
critério do valor esperado, é o método que possibilita iden-

tificar o melhor ato inicial e os melhores atos subsequentes.

Regras para a construgdo de uma arvore de decisao
O analista, a0 confeccionar a arvore de decisao, deve:
1) partir da esquerda para a direita;
2) identificar e distinguir os pontos de decisdo (ato) e os eventos
(fora do controle do dirigente) adotando alguma forma de sim-
bolos, por exemplo:

Ato ou ponto de decisio — ©

Evento ou ponto fora do controle — O
3) a cada n6 de eventos, verificar se a somatoria das proba-
bilidades é 1;
4) especificar as probabilidades associadas aos eventos;
5) ponderar os desfechos, valores finais para cada ramo de
evento ou consequéncia de n6 de decisao;
0) calcular os valores esperados, soma das importancias mo-
netarias ponderadas com as respectivas probabilidades, da di-
reita para a esquerda, até o n6 de deciso inicial;
7) em cada n6 de decisdo, eliminar alternativas de modo a
ficar com uma unica decisao.
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Exemplo 3.5 — Lancamento de nova linha de refei¢Ges
prontas

Uma companhia produtora de refei¢oes prontas, Pratik
Food, estdi com o proposito de langar uma nova linha de
produtos para ser colocada nos supermercados. Um teste
limitado a um grupo de donas de casa indicou que a nova
linha ¢é considerada igual as dos concorrentes em muitos as-
pectos e superior em alguns. O departamento de marketing
da empresa analisou o assunto e considera que a probabi-
lidade de um lancamento com sucesso em todo o pais ¢ de
0,3 e, neste caso, o lucro anual, o valor presente, seria de
R$3,00 milhées. Um fracasso representaria um prejuizo de
R$250 mil. Na pratica, a companhia teria uma longa série de
possiveis decisoes a tomar. Essas abrangeriam desde novos
testes de aceitacao publica até o planejamento e o cronogra-
ma da campanha de comercializagdo. Talvez os dirigentes
teriam de repensar a programacao da producao, o /lay-out
da fabrica, a instalacio de uma nova unidade fabril e a sua
localizagdo, assim como os esquemas de suprimento e de
distribuicio.

Para a utilizacio da técnica de arvore de decisao como
instrumento de andlise do problema, suponha que a empre-
sa resolva considerar trés alternativas: (1) abandonar a idéia
ou (2) lancar o produto ou (3) testa-lo em uma pesquisa de
mercado.

Abandonar a idéia significaria um resultado nulo. Lancar
o produto poderia proporcionar o sucesso, com a probabili-
dade de 0,3 (R$3,00 milhdes) ou o fracasso com a probabili-
dade de 0,7 (-R$250 mil). Aplicar um teste de mercado cus-
taria R§50 mil e, nesse caso, trés desfechos seriam possiveis:
a) menos de 10% do publico experimentara o novo produto;

b) mais de 10% das pessoas pesquisadas o experimentario,
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porém menos de 50% das que o experimentaram voltarao a
compra-lo em ocasido subsequente;

¢) mais de 10% experimentario o novo produto, e o indice de
renovac¢ao da compra sera de 50% ou mais;

Para cada desfecho desses, a empresa podera realizar
uma nova analise, sendo possiveis a desisténcia do lancamen-
to ou a realizacio do lancamento.

As probabilidades de sucesso ou fracasso, como as pro-
babilidades marginais de ocorrer cada um dos caminhos (a),
(b) ou (c), sao apresentadas na TAB. 3.7.

Resolucao

A resolugdo do problema exigira a confeccao da arvore
de decisio (FIG. 3.2) e o cilculo dos valores esperados de
cada no.
Iniciando a analise da arvore do final para o inicio, a partir do

n6 7, pelo caminho (a), o valor monetario esperado é:
3.000x 003 250 % 047 =55 mil
0,50 0,50

Analisando o n6 8, pelo caminho (b), o valor monetario es-

perado é:

3.000x 0,07 —250% 018 =660 mil
0,25 0,25

b

Analisando o n6 9, pelo caminho (c), o valor monetario es-

perado é:

3.000 X(o,z(s) ]—250><(0’—(2)§)= 2.350mil (ou 2,35 milhdes)

2 b
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Para o n6 4, a desisténcia tem valor esperado nulo, e
o lancamento tem valor esperado negativo (-55 mil). Se
o0 n6 4 esta sob o controle da empresa e o tomador de
decisdo chegar nesse ponto, ele devera desistir. Isso signi-
fica perder menos, pois o custo do teste ja teria ocorrido
(-50 mil).

Para o n6 5, a desisténcia tem valor esperado nulo, e o
lancamento tem o valor esperado positivo (660 mil). Como
o n6 5 é um ponto de decisdao sob o controle da empresa, o
tomador de decisdo ao chegar nese ponto, devera fazer o lan-
¢amento. De maneira analoga, se acaso o tomador de decisao
chegar ao n6 6, ele devera fazer o langamento pois, neste
caso, o valor esperado seria positivo (2.350 mil — caminho
para o n6 de eventos 9).

Avaliando o n6 3 que fora do controle da empresa, tém-
-se trés valores esperados dos nos 4, 5 e 6, com as probabili-
dades marginais de 0,50, 0,25 e 0,25, respectivamente. Assim
o valor bruto esperado para o n6 3 é:

0,50x0+0,25x660+0,25x2.350 =752,5 4

Como o teste tem um custo de 50 mil, o valor liquido
esperado para o n6 3 é: 752,5-50=702,5 mil.

Analisando o n6 2, o valor esperado é:
3.000x0,3-250%0,7 = 725 mil.

Retrocedendo a0 né6 1, a decisio deveria set o lancamen-

to imediato. Caso o custo do teste fosse inferior a 27,5 mil

(752,5-27,5=725), a decisio deveria ser pelo teste.
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TABELA 3.7
Probabilidades de sucesso ou fracasso e probabilidades
marginais dos caminhos (a), (b) e (c).

Probabilidades de: Probabilidades | conjuntas
(a) (b) (c) Probabilidade
Sucesso 0,03 0,07 0,20 0,30
Fracasso 0,47 0,18 0,05 0,70
Probabilidade
marginal 0,50 0,25 0,25 1,00
FIGURA 3.2 - Arvore de decisao para a Pratik Food
R$ 3,00 milhdes
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4. SimuLAcAo MonTe CARLO

Simular é manipular um modelo (representagao da re-
alidade) simbodlico (relagdes matematicas), iconico (foto) ou
analégico (um sistema hidraulico representando um sistema
de trafego), com o objetivo de inferir as consequéncias de
possiveis interferéncias no sistema real.

A simulacido Monte Carlo é uma técnica estocastica que
tem caracteristicas probabilisticas. Originalmente foi utilizada
para resolver problemas de blindagem em reatores nucleares. F
util para a aplicacio em problemas administrativos, tais como
estoques, programacao de producio e engenharia economica.
Ela, além disso, se torna viavel com o uso de computadores.

Quando usar a simulacio Monte Carlo?

- Quando for inviavel fazer interferéncias no sistema real sem
antes ter um indicativo das suas consequéncias.

- Quando o problema do sistema real for demasiadamente
complexo, ou quando nio for possivel representa-lo por mo-
delos deterministicos.

- Em problemas de filas probabilisticas, quando as distribui-
¢oes de frequéncia das ocorréncias de chegadas ou atendi-
mentos nao obedecem as distribui¢cdes tedricas que susten-
tam a teoria das filas.

Vantagens no uso da simulacao Monte Carlo:

- Oferecer a percepe¢ao ao tomador de decisoes de quais va-
riaveis do sistema sdo as mais importantes e de como elas se
interagem.

- Experimentar novas situagoes sobre as quais se tem pouca
informacio de seus resultados.

- Delinear novas politicas e regras de decisdao para a operagao

de um sistema.
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Fases na realizacdo de uma simulagio

1) Formulacao do problema: definir os objetivos da simula-
¢ao com vistas as restricoes de recursos.

2) Identificacdo das variaveis e a coleta de dados: definir as va-
ridveis a serem consideradas nas estatisticas, levando em conta
o petiodo de interesse e as tendéncias dos valores delas.

3) Escrita do modelo: construir as formulacdes matematicas
importantes para a analise do problema.

4) Elaboracio do programa de computador, teste do programa
e avaliacio do modelo: programar o modelo em linguagens
especificas de computadores ou em soffwares comerciais, testar
o modelo inicial e promover sucessivas interferéncias na base
de dados, com o objetivo de expandir a percepcao do tomador

de decisoes sobre as provaveis consequéncias de suas escolhas.

Exemplo 3.6 - Uma grande empresa revendedora de pneus
para tratores trabalha com certo tipo de pneu, cuja demanda
diaria ¢ de 40 pneus em média, variando de acordo com a TAB.
3.8. O contrato do revendedor com o fabricante garante uma
entrega semanal de 240 unidades (semana de 6 dias), porém o
fabricante tem dificuldades de entrega, o que acarreta atrasos
em relagao a data prometida. O atraso médio ¢ de 2 dias e varia
conforme a TAB. 3.9. O objetivo do revendedor é simular seus
sistemas de estoque de forma a analisar a politica de recebi-
mento, face aos problemas de entrega do fabricante. Sabe-se
que a estocagem custa, por dia, em juros, US$3,00 por pneu e
US$2,00/dia/pneu, em custo administrativo. A perda da venda
de um pneu, devido a falta, representa US$80,00. Calcule o
custo total que a revendedora podera ter com os estoques e
com as faltas no perfodo de 14 dias.
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Dados necessarios:

- nivel inicial de estoques;

- demanda;

- atrasos;

- tamanho do pedido;

- datas prometidas de entrega.

Interesse: Determinar o custo total de estoques no petiodo e esti-
mar datas e atrasos possiveis para o recebimento, considerando as
oscilagbes aleatorias, as datas prometidas das proximas entregas

(quinto e décimo primeiro dias) e o saldo diario de estoques.

TABELA 3.8
Dados da demanda em 95 dias-pneus
(1 @) ©)] (4) ()
Demanda dia- | Ocorréncias Fungao " Nameros
ria em numero |em nimero de| densidade szt;sg;ggsge aleatorios de 1
de pneus dias probabilidade a1.000
25 5 0,053 0,053 1-53
30 10 0,105 0,158 54-158
35 19 0,200 0,358 159-358
40 28 0,295 0,653 359-653
45 19 0,200 0,853 654-853
50 10 0,105 0,958 854-958
55 4 0,042 1,000 959-1.000
95
TABELA 3.9
Dados da variagdao dos atrasos na entrega em 50 semanas
(1) @) 3) @) ()
Atrasos Ocorréncias | Densidade | Probabilidade Nameros
(dias) probabilidade | cumulativa aleatorios
0 7 0,14 0,14 1-14
1 2 0,24 0,38 15-38
2 13 0,26 0,64 39-64
3 9 0,18 0.82 65-82

Continua na pagina 126
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Conti a0 da pagina 125

(1) @) 3) (4) ()
Atrasos Ocorréncias Densidade | Probabilidade Nameros
(dias) probabilidade | cumulativa aleatorios
4 5 0,10 0.92 83-92
5 2 0,04 0.96 93-96
6 1 0,02 0.98 97-98
7 1 0,02 1.00 99-100
50 1,00
Resolucao

As TAB. 3.8 e 3.9 mostram os dados de entrada nas colunas
(1) e (2) e o processamento destes dados que resultam nas infor-
magdes das colunas (3), (4) e (5). As colunas (5), de ambas as ta-
belas, apresentam os intervalos de nimeros aleatérios suscepti-
veis a serem correspondidos aos nimeros aleatérios gerados em
algum processo de sorteio de nimeros ao acaso, com reposi¢ao,
podendo ser um gerador de numeros aleatorios’ ou urnas de
bolinhas devidamente numeradas. A solu¢ao do exemplo apre-
senta duas urnas: uma de 1.000 bolinhas numeradas de 1 a 1.000
para a simulagdo da demanda e outra de 100 bolinhas numeradas
de 1 a 100 para simular os atrasos da entrega do fornecedor. A
TAB. 3.10 apresenta uma simulacao dos atrasos, e a TAB. 3.11
apresenta uma simulacao combinada (demanda e atrasos), que
contempla os resultados da TAB. 3.10.

TABELA 3.10
Simulacao para os dias de atraso
Datas de e;ntrega Sequénpia de NUmgrps Dias de atraso
prometidas entregas simuladas aleatorios
5° DIA 1 46 2
11° DIA 2 82 3

* Veja o método aritmético de geragio de numeros aleatérios em Andrade

(1990, p.248).
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O resultado da simulagdo para o periodo de 14 dias in-
dica que a primeira entrega devera ocorrer no 7° dia (tabela
3.10), e a segunda entrega devera ocorrer no14° dia. A soma
dos custos de estocagem e de falta, colunas (6) e (7) da TAB.
3.11, resulta em um custo total previsto de R$9.875,00.

5. Exercicios

1) Os dados da Associagao Nacional de Fabricantes de Pica-
pes short size”, apresentados na tabela 3-I, mostram os per-
centuais de mudancas dos usuarios dentro da categoria de ve-
iculos no ultimo ano. Qual seria a probabilidade de um dono

de Saveiro comprar uma Courier na proxima vez?

Resposta: 0,25

TABELA 3-1
Percentuais de manuten¢ao ou mudancas da preferéncia do

usuario quanto a marca da picape

De \ para Courier Corsa Saveiro
Courier 40 30 30
Corsa 20 50 30
Saveiro 25 25 50

2) Foi apresentada a um fabricante uma proposta para um
novo produto. Ele deve decidir se o desenvolve ou nio.
O custo do projeto de desenvolvimento do produto ¢ de
R$200.000. A probabilidade de éxito ¢ de 0,7 e a de fracasso
¢ de 0,3. Se o desenvolvimento do produto nao tiver éxito, o

projeto é terminado. Mas se tiver, o fabricante deve decidir
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se comega a fabricar o produto a um nivel baixo ou a um
nivel alto de producio. Se a demanda for elevada, o lucro
adicional, dado um nivel alto de produgao, ¢ de R$700.000;
dado um nivel baixo de producio, o lucro adicional é de
R$150.000. Se a demanda for fraca, o lucro adicional, dado
um nivel alto de producio, ¢ de R$100.000, dado um nivel
baixo de producao, o lucro ¢ R$150.000.Todos esses valo-
res de lucros adicionais sao valores brutos, isto €, antes da
subtracio do custo de desenvolvimento de R$200.000. A
probabilidade de uma demanda ser elevada é estimada em
0,40 e de uma demanda ser fraca é de 0,60. Construa a arvo-
re de decisio e determine se o fabricante deve ou nio tentar
desenvolver esse produto.

3) A companhia produz uma chinela distribuida em todo o
pais, a “A baiana”. Vende geralmente 1.000.000 de pares anu-
ais com um lucro unitario de R$0,50. Uma grande empre-
sa atacadista propOs que a companhia produzisse 0 mesmo
contetdo, mas com outra marca prépria da cadeia, e ofere-
cesse um preco que alcancaria um lucro unitario de R$0,12.
A Companbhia acredita que um terco das vendas dessa marca
especial iria sair provavelmente de seu atual mercado. Caso
ela se recusasse a produzir a nova marca, um dos seus com-
petidores poderia aceitar a proposta e, neste caso, a fabricante
da “A baiana” teria varias alternativas: nao tomar medida al-
guma, aumentar a verba de propaganda em R$242.000,00 ou
diminuir o preco, de forma tal que o lucro fosse de R$0,45
por unidade. Se diminuisse o preco, os competidores pode-
riam também fazé-lo. Com isso, a Companhia levantou es-
timativas subjetivas das probabilidades, como demonstradas
abaixo. Utilizando os conceitos de arvore de decisao, o que

voce sugere fabricante da “A baiana’?
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Estimativas subjetivas das probabilidades:
a) se a companhia concordar, a chance de perder 10% das
vendas ¢ 0,8, 20% ¢ 0,1 e 30% ¢ 0,1;
b) discordando, a chance de que um competidor aceite ¢ 0,5;
¢) Se um competidor concordar e “A baiana” ndo tomar me-
dida alguma, as perdas em vendas poderiam ser de 10%, 20%
e 30% com probabilidades de 0,1, 0,1 e 0,8, respectivamente;
d) se um competidor concordar, a companhia despender
mais R$242.000,00 em propaganda, as perdas em vendas po-
deriam ser de 10%, 5% e nulas, com probabilidades de 0,3,
0,4 e 0,3, respectivamente;
e) Se, em vez de maior publicidade, a companhia diminuir o
preco, a chance de o competidor também o reduzir ¢ de 0,3. Se
ambos reduzirem, as perdas possiveis em vendas serdo de 5%,
10% e 15%, com probabilidades 0,5, 0,2, e 0,3, respectivamen-
te. Se somente a companhia reduzir, as perdas poderiam ser
10%, 5% e nulas, com probabilidades de 0,3, 0,5 ¢ 0,2, respecti-
vamente. Resposta: perdas esperadas: concorda = R$18.200,00
nao concorda = R$38.162,50. Portanto, a companhia deve
concordar em fabricar a marca propria da empresa.

4) Fez-se uma pesquisa de mercado sobre trés marcas de suco
de uva pronto para o consumo: Jangada, Guarida e Fruto.
Todas as vezes que o cliente compra uma nova unidade pode
comprar a mesma marca ou mudar para outra. A tabela 3-1I
indica as probabilidades de continuidade ou de mudancas do
consumo (estado). Se hoje 30% usam a marca Jangada, 20% a
marca Guarida e 50% a marca Fruto, qual sera a distribuicao
de clientes ap6s a segunda compra vindoura? Aplique os con-
ceitos markovianos e os calculos de probabilidade. Compare
os resultados.
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TABELA 3-11
Probabilidades de continuidade ou mudanca da preferéncia

do usudrio quanto a aquisi¢ao do suco

Jangada Guarida Fruto
Jangada 0,7 0,2 0,1
Guarida 0,3 0,5 0,2
Fruto 0,3 0,3 0,4
Resposta

46,8%0 = Jangada; 32,0% = Guarida; 21,2% = Fruto

5) Em um sistema de crédito, as probabilidades de um cliente
nao ficar em débito, dever uma prestacio, dever duas ou dever
trés e entdo entrar na lista negra, em cada meés decorrido, de-
monstram a manutencio ou mudanca de estado (TAB. 3-11II).
Encontre a probabilidade de um individuo, hoje no estado 1,
com uma prestacao vencida e no paga — estar no estado 0 —nao
apresentar débito — quando decorridos 90 dias. Se hoje temos
30% de inadimpléncia, distribuidos em 13% para uma prestacao,
10% para duas e 7% para trés prestagdes, como os clientes se
distribuirdao entre os quatro estados, decorridos 60 dias?

TABELA 3-111
Probabilidades de manutencao ou mudanca de situacio do

cliente no cadastro de devedores

0 1 2 3
0 0,8 0,2 0,0 0,0
1 0,5 0,3 0,2 0,0
2 0,2 0,5 0,2 0,1
3 0,0 0,0 0,0 1,0

Em que:

(0) — Nao apresenta débito;

(1) — apresenta uma prestagao mensal vencida e nao paga;
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(2) — apresenta duas prestagoes mensais vencidas e nao pagas;
(3) — apresenta trés prestagoes mensais vencidas e nao pagas.
Logo, o nome do cliente entra na lista negra.

Resposta:
(63,97%, 22,07%, 5,50% e 8,46%)

Fez-se uma pesquisa de mercado sobre trés marcas de massas
para pizzas: Da Terra, Lagzarini e Mamma Mia. Todas as vezes
que o cliente compra uma nova embalagem ele pode comprar
a mesma marca ou mudar para outra. As probabilidades es-
timadas de manuteng¢do ou transferéncia de uma marca para
outra se encontram na TAB. 3-1V:

TABELA 3-1V
Probabilidades de manutencao ou mudanga entre marcas
De \ para Da Terra Lazzarini Mamma Mia
Da Terra 0,6 0,2 0,2
Lazzarini 0,2 0,5 0,3
Mamma Mia 0,4 0,3 0,3

Atualmente 25% das pessoas compram Da Terra, 25%
Lazzarini e 50% Mamma Mia. Considerando que as compras
dos consumidores tém frequéncia mensal e sdo realizadas na
primeira semana de cada més, qual sera a distribuicio dos

clientes entre as trés marcas imediatamente apds os proximos

60 dias?
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CaAPiTULO 4






TEORIA DA FILAS

Neste capitulo serdo apresentas: (1) preambulo ao estu-
do de filas; (2) método grafico para a analise de filas; (3)
métodos para problemas classicos de filas; (4) exercicios

e referéncias.

O objetivo ¢é oferecer ao leitor instrumentos para anali-

sar problemas de congestionamento.

1. PREAMBULO AO ESTUDO DE FILAS

Em 1905, A. K. Erlang, um engenheiro dinamarqueés,
preocupado em resolver o problema da flutuagiao da de-
manda de servicos do equipamento de discagem direta,
iniciou o estudo sobre as filas, dando inicio a teoria das
filas (Ellenrieder, 1971).

A teoria das filas compde-se de técnicas determinis-
ticas e probabilisticas. Essas servem para dimensionar um
novo sistema de filas ou interpretar um sistema de filas ja
dimensionado. Como exemplos de sistemas que requerem
o dimensionamento, podem ser citados: guichés de super-
mercados; baias de atracagao de um porto; plataformas de
manutencio de veiculos; médicos em uma clinica; caixas em
um banco; pistas de um aeroporto ou o sistema de check-in

de uma companhia aérea.

137



KirEBER CARLOS RIBEIRO PINTO

Um problema de filas envolve a programacao das che-
gadas de clientes (usuarios) ao canal de atendimento (posto
de servico) ou o dimensionamento das instala¢cdes ou ambos.

A analise dos problemas de filas proporciona a cons-
trucao de um sistema de filas de custo minimo. O propo-
sito ¢ minimizar o custo total em um determinado periodo
de tempo (FIG. 4.1), composto pelos custos das instalagdes
(por exemplo, b,) e pelos custos de espera dos clientes (por
exemplo, b).

Os custos das instalagdes sdo incrementados con-
forme aumenta o nimero de canais de atendimento do
sistema de filas e os custos de espera dos clientes sdao
reduzidos com este aumento de canais, uma vez que a
espera dos clientes em fila reduz. O resultado da soma
destes custos é a formagdao de uma curva que forma um

ponto de minimo (b).

FIGURA 4.1 — Representacéo dos custos em um sistema de filas

A Custo ($) Minimo custo (b=b;+b,)

Custo total

$ em instalagdes

a [
2| )
[ < $ em espera dos clientes
|

_

b 1:b2 Co
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»

0 n, ny ne Numero de canais
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2. METODO GRAFICO PARA A ANALISE DAS FILAS

E frequente ocorrer sistemas congestionados em de-
terminadas organiza¢oes do setor de servicos. O método do
grafico NEWEL, 1982) é uma técnica deterministica impor-
tante para a andlise de problemas de filas. Por meio do grafico
de fluxo acumulado de clientes por tempo, pode-se praticar
um adequado gerenciamento de filas, principalmente se for
disponibilizado em um software que capta , instantaneamen-
te, por leitores Opticos, os parametros de inicio e término do
atendimento e, além disso, os processa para o0 monitoramen-
to continuo do sistema de filas.

As técnicas deterministicas, em geral, baseiam-se em
duas politicas: (1) a busca do equilibrio do fluxo de clien-
tes mediante o dimensionamento do numero de atenden-
tes e o perfodo de expansio de atendimento e (2) a busca
do equilibrio da linha de produgio, pela da programacao
da chegada dos clientes e dos tempos de atendimento que
cada um exige.

Qualquer das politicas citadas tém o proposito de evi-
tar a ociosidade do sistema de atendimento e serve para um
sistema de filas congestionado. A primeira politica admite a
chegada aleatdria dos clientes, e por isso pressupoe a existén-
cia de um “dep6sito” capaz de armazenar estocar ou manter,
em uma sala de espera, os clientes que chegam de maneira
aleatoria a um ritmo mais alto que o do atendimento. Assim,
paulatinamente, os clientes vao sendo atendidos até que o
periodo expandido se esgote. A segunda politica pressupoe a
previsibilidade do instante de chegada do cliente e do tempo
de atendimento. Com estas informacoes, programa-se o flu-

x0 de chegadas e de atendimentos para os sucessivos clientes,
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ajustando, em um periodo fixo, a capacidade do sistema de

atendimento as necessidades dos clientes.

Descrigao de um problema de filas congestionadas

Um exemplo de problema de filas congestionadas ¢ o
dimensionamento do numero de atendentes do sistema de
check-in de uma companhia aérea no acroporto, em que nao se
admite ociosidade para os canais de atendimento.

Considere que uma aeronave devera ser carregada com
300 passageiros, e que em um intervalo de 90 minutos todos
os passageiros tém que chegar no sistema de check-in para as
operacdes de conferéncia de passagem e despacho de baga-
gem, como ilustrado na FIG. 4.2. Os passageiros come¢am
a chegar no inicio do intervalo (curva de chegadas), porém,
somente, ao decorrer de 10 minutos é que os atendentes ini-
ciam os atendimentos (come¢o dos atendimentos).

Com sucessivos atendimentos concluidos, decortido um
determinado tempo, acumula-se um certo nimero de clientes
atendidos (curva de término dos atendimentos).

AFIG. 4.2 (a) ilustra o exemplo do quadragésimo segun-
do (42) passageiro que chega no 15° minuto, espera 7 minutos
na fila, tem seu atendimento iniciado no 22" minuto e é libe-
rado no 30° minuto.

Ao longo das opera¢des, o numero de funcionarios
em atendimento varia. Trés diferentes inclinacdes na cur-
va de comeco de atendimento demonstram isso: de 10
a 34 minutos, quando foram iniciados os atendimentos
a razdo de 3.25 clientes/minuto; de 34 a 54 minutos, a
razao de 7 clientes/minuto e de 54 a 82 minutos, com a
média de 2 clientes/minuto. Nos dltimos 8 minutos nio
chegam novos clientes, porém os ultimos ainda estariam

em atendimento. Também o tamanho da fila e o nimero
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de clientes em atendimento variam (distancia vertical en-
tre duas curvas).

Para o instante genérico t* sdo 77 passageiros na fila e
52 em atendimento. Aos 82 minutos o ultimo cliente tem o
seu atendimento iniciado e aos 90 minutos é liberado. Assim,
ao término do periodo (90 minutos) todos os 300 passageiros

serao atendidos.

FIGURA 4.2 (a) — Representagao de filas no check-in em um gréfico de
fluxo acumulado

A Fluxo Acumulado de passageiros
300 passageiros
Comego dos 1
227 atendimentos [
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Chegadas |‘\ 1 :
| i
! ; _
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il atendimento =52 i
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] LSO
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L ; R
1 I i -
0 10 1518 22 30 34+ 54 82 90
|
[ |
3,25 clientes/min. 7 clientes/min.

O exemplo citado mostra um retrato dos servicos de
check-in realizados por uma companhia aérea para um determi-
nado voo. Nesse exemplo, todos os passageiros foram atendi-

dos a tempo, porém sabe-se que ¢ frequente o atraso nos voos
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por consequéncia dos servigos de check-in nao terminarem em
tempo habil. Assim, dados histéricos que demonstrassem uma
série de ocorréncias poderiam ser traduzidos em um grafico de
fluxo acumulado e pela analise do grafico, o redimensionamen-
to das equipes de atendimento poderia ser realizado.

Somente havera atendimento quando houver clientes,
assim, a curva de inicio de atendimento nunca estard superior
a curva de chegadas.

As FIG. 4.2 (b) e 4.2 (c) mostram duas possibilidades
de dimensionamento de equipes. A primeira considera trés
ritmos de atendimento e a segunda conta com apenas um
ritmo de atendimento.

FIGURA 4.2 (b) - Representacao para trés ritmos

4 Fluxo acumulado de clientes

chegadas

atendimentos

]

Minutos

Admitindo que um passageiro demore 2,25 minutos
para ser atendido no check-in, a taxa média de atendimentos
sera de 0,4444 clientes por minuto (1/2,25).

Na FIG. 4.2 (b) os 80 minutos sdo seccionados em trés
intervalos, o primeiro de 20 minutos (do instante 10 até o ins-
tante 30), o segundo de 24 minutos (do instante 30 ao instante

54) e o terceiro de 36 minutos (do instante 54 ao instante 90).
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Para atender, ao longo do primeiro intervalo, os 42
clientes que chegam, a capacidade de atendimento de cada
atendente sera de aproximadamente 8 clientes no intervalo
(0,4444x20=8,88), assim, apenas 5 atendentes serdo necessa-
rios para atender os 42 clientes.

Para o segundo intervalo, que chegam 185 clientes (227-
42=285), a capacidade de cada atendente sera de aproximada-
mente 10 clientes (0,4444%24=10,60), logo serdo necessarios
18 atendentes.

Finalmente, para o terceiro intervalo, que chegam 73
clientes, cada atendente consegue atender quase 16 clientes
(0,4444x36=15,99), por fim, serdo necessarios 5 atendentes
(73/15,99=4,56).

FIGURA 4.2 (c) - Representagao para um ritmo

Fluxo acumulado de clientes
A

chegadas

atendimentos

\4

Minutos

Adotando um s6 ritmo de atendimento para os 80 mi-
nutos, no qual 300 passageiros chegam para o atendimento
nos check-in, corresponde a uma taxa média de chegadas de
3,75 passageiros por minuto, ou uma média de 35,5 clientes
para cada atendente, assim, para os 300 passageiros seriam
necessarios 9 atendentes (300/35,5=8,45).
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Observe que na situagao da FIG. 4.2 (b), durante o se-
gundo intervalo, 16 atendentes seriam necessarios.

A decisio sobre adotar um s6 ritmo de atendimento ou
trés ritmos dependera da disponibilidade de pessoal. O leitor
pode perceber que se esse voo for o tnico a demandar os
atendentes, a estratégia do ritmo unico de atendimento exige
um numero menor de atendentes, entretanto a espera média
de um passageiro serd maior do que quando adotar a estraté-
gia de trés ritmos de atendimento.

Quando as companhias aéreas tém varios voos em cada
turno, manha, tarde ou noite, o gerente de pessoal pode des-
locar atendentes de um voo patra outro voo, N0 mesmo turno,
aproveitando as vantagens da variagdo dos ritmos de atendi-
mento no sistema de filas em um e em outro voo, que ¢ o
baixo tempo de espera dos passageiros na fila para chegar
a0 check-in e, além disso, trabalhando com o menor nimero

possivel de atendentes por turno.

3. METODOS PARA PROBLEMAS CLASSICOS DE FILAS

Os métodos probabilisticos servem para dimensionatr o
numero de canais de atendimento de um sistema de filas nao
congestionado e para a analise do seu desempenho.

Baseando-se na da observagao dos tempos de chegada
dos clientes que demandam um determinado tipo de servi-
¢o e dos tempos de atendimento necessarios para concluir o
servico, tracam-se as curvas de distribuicao de probabilidade,
buscam-se curvas tedricas que se ajustam as mesmas e, com
bases nas teorias probabilisticas, analisam-se as condi¢oes do

sistema de filas ou dimensiona-se um novo sistema.
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A compreensao do tipo de distribuicao das chegadas ou
atendimentos em um problema de filas ¢ fundamental. Me-
diante a observacio e coleta dos dados, deve-se fazer o teste
estatistico de ajustamento da distribuicio de frequéncia real a
uma curva de distribuicio teorica.

Apenas as filas probabilisticas que tém as chegadas de
clientes por unidade de tempo ajustadas a curva tedrica de
Poisson, em um sistema de filas nao congestionado, serdo aqui
apresentadas. Em muitos casos, os dados se ajustam a esta cur-
va tebrica, por exemplo: fluxo de trafego de veiculos, demanda
por servicos bancarios e servigos publicos de telefonia.

Quando o numero de observagdes ¢ grande e a probabi-
lidade de um determinado numero de ocorréncias ¢ pequena,
a distribuicdo de frequéncia de um conjunto de dados pode,
em muitos casos, ajustar-se satisfatoriamente a uma curva te-
6rica de Poisson.

Se as observagoes de nimero de clientes por intervalo de
tempo tém frequéncias que se ajustam a curva de Poisson, os in-
tervalos de tempo entre as ocorréncias, que € continunm, seguem
uma curva exponencial negativa (Andrade, 1990).

A teoria das filas tratada a seguir pressupoe que a disci-
plina de atendimento é FIFO — primeiro a chegar ¢ o primei-

ro a ser atendido.

DEFINI(;AO DOS TERMOS EM FILAS PROBABILISTICAS

Um sistema de filas consiste em um conjunto de usuario,
um conjunto de atendentes (canais) e uma ordem pela qual os
usuarios (clientes) chegam e sio processados.

e Sistema de filas: consiste-se em uma fila composta por

clientes que obedecem a uma ordem de chegadas, e atenden-
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tes ou canais de atendimento que podem atender aos clientes

em um tempo constante ou variado (FIG. 4.3).

FIGURA 4.3 — Representacéo de um Sistema de Filas

000 | ) I

Uma fila e um canal

| J I
| J I

Uma fila e dois canais

‘ Fila ‘ Canal ou canais ‘

‘ Tempo de espera ‘ Tempo de atendimento ‘

‘ Tempo de sistema ‘
sistema

e Fila: numero de clientes esperando atendimento.

¢ Canal de atendimento: local de atendimento do cliente.

* Taxa média de chegada (A): clientes por periodo de tempo
que demandam o atendimento.

e Taxa média de atendimento (w): clientes por perfodo de
tempo que sao atendidos efetivamente.

* Tempo médio de atendimento: o inverso da taxa média de
atendimento.

* Prioridade da fila: a forma de atendimento, primeiro a che-
gar — primeiro a ser atendido, ou ultimo a chegar — primeiro
a ser atendido (FIFO, LIFO).

* Distribui¢io estatistica das chegadas: o comportamento es-
tatistico dos dados (Poisson, aleatoria).

* Cliente: unidade de chegada que requer servicos de um ca-

nal de atendimento.
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e Tamanho da unidade de chegadas (individual, dezenas ou

centenas).
MODELO DE UM CANAL

Para este modelo os pressupostos sdo: sistema estacio-
nario, fila Unica, disciplina FIFO — primeiro a chegar serd o
primeiro a ser atendido, taxas de chegadas e de atendimento
segundo a curva de distribuicao de frequéncia Poisson e po-
pulacio infinita.

a) Probabilidade de haver "n" clientes no sistema de tGnico

canal de atendimento

P =[1-(A/w)]- (A pny (4.1)

b) Fator (ou taxa) de utilizacdo do sistema

p=Al (4.2)

Caso essa seja maior que 1, o sistema estara congestiona-
do, o que indica que a fila crescera indefinidamente.

¢) Numero médio de clientes no sistema

I (4.3)
u—A
L=0XP, +1XPB+2XP, +...+nxP, (4.4)
d) Numero médio de clientes em espera na fila
L,=L— A (4.5)
7
2
)= A (4.6)
pux(u=4)
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e) Tempo médio de espera no sistema (W) e na fila (\X/q)

1
W=—— 4.7
Hu—A
Para qualquer situacao, independente do nimero de ca-
nais do sistema de filas, o tempo médio de espera no sistema
compreende a soma do tempo médio de espera do cliente na
fila mais o tempo médio de atendimento:

1
W=Ww, +— (4.8)

Também ha uma correlacio direta entre o tempo médio
do cliente e o numero médio de clientes no Sistema, para
qualquer nimero de canais:

L

W = 2 4.9)

Analogamente, ha uma correlagio entre o tempo médio
e o numero médio de clientes na fila:

L

W, = jq (4.10)

f) Probabilidade de o sistema estar vazio

pozl_ﬂ (4.11)
y7;
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MODELO COM VARIAS ESTACOES DE SERVICO

Para este modelo os pressupostos sdo: sistema estacio-
nario, fila unica, disciplina FIFO — primeiro a chegar sera o
primeiro a atender — distribuicdo de frequéncia para as taxas
de chegada e de atendimento segundo a curva de Poisson e
populacio infinita.

a) Probabilidade de o sistema estar vazio

1

fii 441, X 2&, i +_ALQX 4%1 k>< kﬁKLL (4‘12)
m! u k! |1 (kxp)—2A

m=0

Em que k é o nimero de canais e m ¢ o contador para

0 somatorio.

b) Calculo dos tempos médios do cliente na fila e no sistema
e dos numero médios de clientes no sistema e na fila

* O tempo médio do cliente na fila:

_ BR-Jw'Aep
TN (k=DMk-u=2)’

(4.13)

* O tempo médio de espera do cliente no sistema pode ser
encontrado combinando as equagdes 4.13 ¢ 4.8.

* O numero médio de clientes no sistema ¢ determinado pelo
uso combinado das equagoes 4.13, 4.8 ¢ 4.9.

* O tamanho médio da fila pode ser calculado combinando as

equagoes 4.13 e 4.10.
¢) Probabilidade de possuir “n” clientes no sistema
c.1) Sendo “n” (nimero de clientes no sistema) menor que o

nimero de postos de atendimento
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}\’ n P
OSnSk—>Pn=(/”% 4.14)
n!
c.2) Sendo “n” maior ou igual a0 nimero de postos de aten-
dimentos

nZk%PH:M (4.15)

e Lk
d) Taxa de utilizagio:

_ A 416
= 416)

MODELO COM O TEMPO DE SERVICO ARBITRARIO PARA UM
SO CANAL

Para este modelo os pressupostos sdo: sistema estacio-
nario, fila unica, disciplina FIFO — primeiro a chegar sera o
primeiro a atender — distribuicdo de frequéncia para a taxa
de chegada segundo a curva de Poisson, distribuicdo de fre-
quéncia para o tempo de atendimento arbitrario e populagao
infinita.

Numero médio de clientes no sistema:

2
A (IJ +0°
A H 4.17)

Em que:

o 2= variancia
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4
‘ll . . .
de atendimento. Trata-se de um sistema de um unico posto

1
¢ a taxa de utilizagdo (equagdo 4.2) e 4 €0 tempo médio

de atendimento.

O comprimento médio da fila e o tempo médio de espe-
ra na fila podem ser encontrados de acordo com as equages
(4.10) e (4.8), respectivamente.

MODELO COM O TEMPO DE SERVICO
CONSTANTE PARA UM SO CANAL

Para este modelo os pressupostos sao: sistema estacio-
nario, fila unica, disciplina FIFO — primeiro a chegar sera o
primeiro a atender — distribui¢do de frequéncia para a taxa de
chegada segundo a curva de Poisson, tempo de atendimento
constante e populac¢io infinita.

Se o tempo de atendimento, (%) , for constante, o des-
vio padrio sera nulo e, por conseguinte, a variancia do tempo

de atendimento também serd nula, > = 0, entdo:
A M) (4.18)

ou

P 4.19)
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Tendo como dado o parametro L. (numero médio de
clientes na fila) da equacio 4.19, resume-se a uma equagao do
segundo grau, com p sendo a incognita.

Exemplo 4.7 - Caminhdes sio descarregados por meio de
guindastes aéreos. O tempo médio entre as chegadas ¢ de 30
minutos e trata-se de uma distribuicao exponencial. A taxa
média de descarga ¢ de trés caminhdes por hora. O custo de
um operador de guindaste e de um carro guindaste é de R$70
por hora. Quantos carros guindastes devem ser usados se o
custo de um operador de caminhdo mais caminhdo parado ¢
de R$100/hora? Para um sé guindaste, quantos caminhoes
em média estardo em fila?

Resolucao
* Para um sé guindaste
a) Calculo do tempo médio de um caminhio no sistema, pela
equagao (4.7):
1

W =——=1 hora (na fila mais no atendimento)
3-2
Considerando o dia com 8 horas de funcionamento, tém-se
16 caminhdes por dia como demanda, entio o custo com
caminhdes parados por dia fica:
hora ca min hoes

Coitirio . =1—8 16 SIS RS100,00/ hora = R$1.600,00/ dia
camin. " o min hdo dia

b) Custo com o guindaste por dia:

-3 horas R$70,00

C digrio  guind i = R$560,00/ dia

hora
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¢) Custo total por dia = R$2.160,00
d) Numero médio de caminhdes no sistema ¢ em média na
fila, calculado pelas equagoes (4.3) e (4.5):

L=2— Lq = 2—% =1,333 — caminhdes

¢ Calculo para dois guindastes

Calcula-se o custo com o guindaste por dia e o custo dos
veiculos empatados no sistema.

Para o calculo do custo dos veiculos empatados no sistema,
inicia-se com o calculo do tempo médio do cliente (cami-
nhdes) na fila, equacio (4.13) e acrescenta-se o tempo médio
de atendimento, equac¢io (4.8). O custo total por dia seria de
aproximadamente R$1.720,00.

¢ Calculo para trés guindastes:

De maneira andloga, o custo total por dia para trés guindas-
tes resulta em aproximadamente R$2.230,00. Conclusao: uma
comparagao entre os resultados indica que dois guindastes
devem ser adotados.

Exemplo 4.2 - Uma refinaria distribui seus produtos por
intermédio de caminhdes carreados, no posto de atendimen-
to. Sao carregados os caminhdes proprios e os caminhdes de
terceiros. As firmas proprietarias desses caminhdes querem
que a refinaria instale um novo posto de atendimento ou,
entdo, que ela faca o pagamento das perdas referentes aos
tempos de espera na fila. Dos caminhoes totais, 30% sio de
terceiros. Supondo que os dados estatisticos das taxas de che-
gada e de atendimento sigam Poisson, e que as taxas médias
de chegada e de atendimento sejam, respectivamente, de 2 e
3 caminhdes por hora, calcule:
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a) a probabilidade de um caminhdo qualquer no sistema;

b) a probabilidade de que exatamente um caminhio esteja
na fila;

¢) o tempo médio de um caminhio qualquer no sistema;

d) o tempo médio de um caminhao esperando na fila e de
todos os caminhoes de terceiros;

e) supondo que o custo anual equivalente (HESS et al.,
1982) a implantacio de um novo posto de atendimento ¢é
de R$150.000,00, que o custo de uma hora do caminhao
proprio mais o operador ¢ de R$80,00 e o custo total cobra-
do pelos terceiros de uma hora de caminhdo parado com
o motorista ¢ de R$88,00 reais, quantos postos novos de
atendimento deveriam ser instalados?

Resolucao

a) probabilidade de um caminhao qualquer esperar no siste-
ma ¢ a taxa de utilizacao.

Equacio (4.2)

) =%=0,66
3

b) probabilidade de que exatamente um caminhio esteja na
fila ¢ a de que existam dois no sistema, pois havendo dois,
um estara no posto de atendimento, e o outro estara na fila.
Equacgao (4.1):

P, =0,148148 = (pois:A=2,>e— u=3)

¢) o tempo médio de um caminhdo qualquer no sistema.
Equacao (4.7):

W=——=1— hora
2
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d) O tempo médio de um caminhao qualquer na fila (nao
importa se ¢ ou nao de terceiros)
Utilizando-se das equagoes 4.3, 4.5 e 4.10, tem-se:

2z
3-2
L, =2-(2/3)=1,3333 — caminhdes

W, =1,3333/2=0,666 — horas
Espera  2x8x0,30%0,666 =3,2 — horas/dia

L= =2 — caminhdes

e) Calculo do custo de espera em fila por dia para os cami-
nhdes dos terceiros:

custo total para os terceiros = 3,2 horas x R$88,00=R$281,60
por dia ou supondo que o funcionamento seja de segunda a
sexta, 8 horas/dia e no sabado, 4 horas por dia, tem-se:

365 x (5,5/7) dias x 281,60 = R$80.758,00

¢ Calculo da espera em caminhdes proprios no atual sistema
(=1)

Da equagao (3.5): Lq: 1,33 = Da equacio (3.10): Wq20,66
horas

Espera diaria em fila dos caminhoes préprios = 2 caminhoes/
hora x 8 horas/dia x 0,7 x 0,66 horas/caminhio = 7,45 ho-
ras em veiculos = a R$80,00/hora = R$592,00/dia = 5,5
dias/semana de funcionamento = 365 x (5,5,/7) x 592,00 =
R$169.777,14/ano. Somado aos R$80.758,00 em caminhdes
de terceiros, o custo total seria R$250.535,14 anuais (as atuais

instalacoes sao consideradas totalmente depreciadas).

* Para k=2 (caso instale um novo posto em conjunto com o
existente):

Da equagio (3.12) = P =0,5

Da equagao (3.13) = Wq20,041 horas = espera total diaria
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em caminhdes proprios = 0,459 horas e em caminhdes de ter-
ceiros sao 0,196 horas. Os respectivos custos seriam de: 0,459
x 80,00 x 365 x (5,5/7) = R$10.530,77/ano para os cami-
nhoes proprios, 0,196 x 88,00 x 365 x (5,5,/7) = R$4.944,18/
ano para os caminhdes de terceiros e R$150.000,00 no in-
vestimento em uma nova plataforma, o que totalizaria
R$165.474,95, menor que os R$250.535,14 anuais para o sis-
tema ja instalado, assim, deve-se instalar um novo posto de

desempenho equivalente para operar com o existente.

4. Exercicios

1) O gerente de um supermercado deseja ter uma fila ou mais
de uma, de maneira tal que em média nao ultrapasse dez clien-
tes esperando em fila para comecar a ser atendido pelo caixa.
Ele sabe, em média, que um caixa demora quatro minutos para
liberar um cliente, e que a cada cinco minutos um novo cliente
procura um caixa para registrar as suas compras. Quantos cai-
xas vocé sugere que o gerente instale? Considere que as taxas
de atendimento e de chegada obedecem a lei de Poisson.

Resposta: basta um caixa.

2) Numa grande empresa textil as maquinas de fiacao sofrem
avarias em média 4 por hora, segundo uma distribuicao de
Poisson. Cada maquina tem de ser reparada por um unico
mecanico que demora em média dez minutos. A empresa es-
tima em R$3,00/hora o custo de mao-de-obra de um mecani-
co e em R$15,00/hora o custo de cada maquina parada. De-
termine como e quantos mecanicos a empresa precisa alocar

para a manutenciao de maneira a ter a otimizacao dos custos.
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3) Suponha que um levantamento estatistico de fluxo de vefcu-
los na BR 050, no local onde se pretende instalar um pedagio,
no sentido de Uberaba para Uberlandia, revele que a distribui-
¢ao de probabilidade do nimero de veiculos, por hora, possa
ser representada por uma curva tedrica de Poisson com uma
média de 118 veiculos por hora, e que o tempo de um caixa
de pedagio varia segundo o perfil de uma curva tedrica expo-
nencial negativa, em torno de 30 segundos. Sabendo-se que o
administrador do Departamento de Estradas regional preten-
de instalar um numero de caixas, de forma que atualmente o
nimero médio de veiculo esperando em fila seja de apenas um
ou menos, determine quantos caixas deverao ser instalados no
pedagio. Admitindo que ocorra um aumento anual do fluxo
de veiculos em 8%, e que o administrador deseje instalar mais
caixas quando o nimero médio de veiculos em fila superar 10
velculos, em que ano devera ser feita a ampliacao?

Resposta: deve-se iniciar com dois canais € no ano nove o

sistema deve estar ampliado.

4) Uma empresa deseja comprar um equipamento para efetu-
ar manutencao em suas maquinas que estragam a um ritmo de
12 falhas/semana, segundo a distribuicao de Poisson. Tem-se
duas op¢oes: equipamentos A e B. O equipamento A ¢é ca-
paz de realizar 15 consertos por semana ¢ a ele atribui-se um
custo fixo semanal de R$740,00. O equipamento B é capaz
de realizar 50 consertos por semana e a esse atribui um cus-
to fixo semanal de R$2.960,00. Uma maquina da produgio,
quando esta parada, tem custo fixo semanal de R$5.000,00.
Os custos operacionais dos equipamentos sao despreziveis.
Qual equipamento de manutencio deve ser adquirido?

Resposta: adquirir o equipamento B.
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5)Em um levantamento estatistico, foram encontrados os se-
guintes dados:

* tempo ocioso do atendente: 62%;

* tempo médio gasto no sistema por cliente: 0,25 hora.
Determine a probabilidade de que haja mais clientes na fila
do que o nimero médio de clientes na fila. (canal tnico, fila
unica, FIFO, populac¢ao infinita).

6) Uma empresa téxtil tem um custo de R$6,00/homem por
hora para a manutencio e calcula o custo do tempo de espera
do conjunto de maquinas de fiagdo em R$150,00 por hora.
Se as interrupcdes devido as avatias ocorrem numa média de
4,8 por hora e um operario da manuten¢ao pode repara-las
entorno de 6 avarias por hora, qual deve ser o tamanho da
equipe de manutenc¢ao? As chegadas e atendimentos ajustam-
-se as curvas de distribuicao de Poisson.

7) Uma rede de locadoras de veiculos de uma grande cidade
decidiu instalar uma oficina de alinhamento e balanceamento
para a sua propria frota. Um levantamento estatistico mos-
trou que em média as necessidades de servigos ocorrem 2
razao de 18 por dia. Cada hora parada de um veiculo causa
uma perda de R$50,00 por dia. A rede de locadoras precisa
decidir sobre qual equipamento ela deve instalar. Para isso,
dois tipos estao disponiveis no mercado:

e Alfa: permite atendimentos com o tempo médio de 40 mi-
nutos por veiculo e tem um custo diario de R$520,00, inclui-
dos os fixos e variaveis;

* Beta: permite atendimentos com o tempo médio de 160
minutos por veiculo e tem um custo diario de R$130,00, in-
cluidos os fixos e variaveis.

Qual deve ser a decisdo da locadora?
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Sabe-se que nio ha restricdes de espaco fisico para a instala-
¢ao de postos de servicos.

Mostre:

a) O custo em veiculos parados para cada alternativa estudada.
b) O numero médio de veiculos esperando para ser atendido
na situacao 6tima.

¢) Qual deverd ser a utilizacao do sistema 6timo?

Considere que as necessidades de servicos seguem uma dis-
tribuicao de Poisson e que os tempos de atendimento seguem
uma curva de distribuicio exponencial negativa. Um dia da
oficina devera ter 14 horas de funcionamento.

8) Conselho de pds-graduagio propos transferir a nica se-
cretaria que faz o registro dos diplomas de pos para o setor
de registro de diplomas de graduaciao. Esse tem seis secreta-
rias responsaveis pela rotina de servicos de registros e vem
operando com 85% da sua capacidade, sendo que cada se-
cretaria demora, em média, 20,83 minutos para atender um
diploma. Os tempos entre as chegadas dos requerimentos de
registro na pos-graduacao siao, em média, de 20,76 minutos,
equivalente ao tempo médio de atendimento. As distribui-
¢Oes estatisticas desses tempos seguem curvas de perfil expo-
nencial negativo. Analise ambos os sistemas de filas e verifi-
que as vantagens ou desvantagens em agregar a secretaria da
pos-graduacio ao setor de registro de diplomas de graduac¢ao
e submeter ambos os tipos de diplomas a esta secretaria que
passaria a ter sete atendentes. Nessa hipotese considere que o
desempenho de cada secretaria seja equivalente ao do antigo
setor de registro de diplomas de graduacao.

Resposta: vale a pena juntar as secretarias.
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9) Uma fabrica tem um depésito de ferramentas com um
balciao e um unico atendente, onde os operarios vao rece-
ber as ferramentas de acordo com as necessidades de cada
tarefa. Verificou-se que: (1) a média dos tempos entre as
chegadas dos operarios é de 54 segundos e esses tém uma
distribuicao de frequéncia segundo uma curva tedrica ex-
ponencial negativa; (2) a taxa média dos atendimentos ¢é
de 1,1 operarios por minuto e esses tém uma distribuicao
segundo uma curva tedrica de Poisson. A fabrica paga
R$0,90 por hora ao atendente e R$1,80 por hora ao ope-
rario. Pede-se:

a) O custo diario do atual sistema.

b) Havendo a possibilidade de contratar mais atendentes para
o balcio a0 mesmo preco, quantos deveriam ser contratados?
c) Na situacdo 6tima, qual seria a probabilidade de algum
operatio esperar para ser atendido?

Respostas: (a) infinito; (c) 0,1711.

10) O gerente da divisao logistica de uma rede de supermer-
cados em uma area metropolitana tem percebido, nas plata-
formas de carregamento do depésito central, problemas de
filas em determinados momentos e de ociosidade em outros.
Preocupado em agilizar o atendimento as varias lojas, ele quer
contratar um administrador de opera¢oes para ajuda-lo na so-
lugao do problema. Para isso, o teste de sele¢ao contempla a

seguinte questao:

As chegadas de caminhGes para o carregamento siao a razao
de trés caminhoes por hora e o tempo médio de carregamen-
to ¢ de 35 minutos. A empresa dispde de 2 plataformas de
carregamento e tem um custo semanal atual com a folha do
pessoal de carregamento de R$680,00, incluido os encargos

trabalhistas. Os caminhdes, que sdo fretados de terceiros, cus-
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tam R$12,00 por hora de veiculo parado na fila, sem contar o
valor do custo no roteiro de entrega.

Atualmente, as distribui¢oes estatisticas das taxas de chegada e
de atendimento ajustam-se, satisfatoriamente, a curva tedrica de
Poisson. Os despachos ocorrem durante 8 horas por dia, com

duas equipes de carregadores atendendo a uma tnica fila.

O gerente considera duas hipdteses de mudangas:

a) aproveitar uma velha plataforma desativada e contratar
mais uma equipe de carregadores;

b) considerar dois subsistemas de uma fila e um canal, e re-
alizar um treinamento das equipes de carregamento que en-
carega em 15% o custo semanal com a folha do pessoal. As-
sim, os tempos de carregamento, com distribui¢do estatistica
aleatoria, chegariam a uma média de 28 minutos e o desvio
padrio seria de 14 minutos.

Qual deveria ser a decisao?
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